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Ed in questa decima ediaioaa «naebU» di nuove importanti prO' 
priuli di quelle curve , o d' intere teoriche atte a promovcre l' in- 
venzione geometrica , o l' intelligenza delle ricerche de' modecni 
intorno alle medesime 


lU» in Gtomeiria te profteitn sciai, cui £ucliJet, 
Arrhimedet , Apollonius calde placcbuni. 
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VINCENZO FLAUTI 

al suo V£TBAAK0 amico , E COLLEGA 

FELICE GIANNATTASIO 
salute. 




p * 


■ì 


Tu fostif o mìo ottimo amico, il primo a promo- 
vere la pubblicazione del trattalo geometrico del- 
le Sezioni coniche , del fu nostro comune maestro 
Nicola Pergola , cAe , a malgrado lui , nel 1 79 1 
usci alla luce, come prima parte del corso di Geo- 
metria sublime)' <Az quel sommo uomo elaborato ad 
uso di sua scuola , ed in aumento della Geometria j 
di cui la seconda parte , che doveva comprendere 
f Arte Euristica degli antichi', e de’moderni geome- 
tri , rimase inedita , per le infelici circostanze de' 
tempi sopravvenuti ; ed intorno alla quale sto ora 
lavorando , a fin di compierla , e pubblicarla f e 
già la parte I, n’è uscita alla luce, sono ormai due 
anni, senza che , e mén duole assai, avessi potuto 
porre ancor mano alla stampa della parte li , di- 
stratto da tante strane occupazioni, e dedito anco- 
ra al presente lavoro, che maggior cura ha richie- 
sto di quello che parevami esigesse nell' intrapren- 
derne la ristampa. Posto do parmi ben dovere, che 
io a te lo indirizzi ora , che per gli aumenti presi 
dalla Geometria, nel periodo non breve di un mez- 
zo secolo, ricomparisce, perla decima volta, con di~ 
mostrazioni assai più semplici , ed uniformi delle 
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propriela già conosciute di quelle curce, ed arrìcchì-m 
tu ditnoìle altre nuove ed importanti per olire ricer- 
che geometriche^ e perle applicazioni alla naturale 
Filosofia. E vi ravviserai ancora intere teoriche di 
nuovo conio, delle quali ti sarà assai grato V inten- 
dere , che taluna avendo prese le mosse in nostra 
scuola, e da essa trasmigrata oltremonti, vista' ri- 
tornata , per ricevervi il compimento, che V era es- 
senziale, da poter costituire una parte di quelle dot- 
trine -, che al presente conviene alla gioventù ma- 
tematica intorno a Cooìcì apprendere. E dovrà cer- 
tamente commuovere il tuo aninfo^hen fatto, nella 
grave età alla quale la Provvidenza ti ha fatto giu- 
gncre , conservandoti integre si le forze del. cor po', 
come dell' anima, cìte a questo si sensibile aumento 
delle dottrine «ie’ConJci, da aver reso untai lavoro 
presso che interamente nuovo, abbia data grandis-^ 
situa occasione quel programma di tre quislioni geo- 
meirìcke,da me proposto fin dal »83g, in aumento 
e comparazione de metodi di inventare, al quale sL 
ben soddisfece, per due di esse, il valoroso geome- 
tra di nostra scuola Nicola Prudi j e qualche nuovo 
principio fondamentale, da illustrare la natuCa.de' 
problemi, è venuto fuori pel quesito terzo, dal qualo 
non mancheranno i geometri di occuparsi. Ma ol- 
trepassando il Tnidii limiti segnati nella proposta 
del programma , dando luogo a nuove ricerche su 
certi problemi d' iscrizioni posizionali di poligoni 
nelle curve coniche , che eoi primo argomento del 


Digilized by Google 


VII 


programma erano correlalioi, dulie sue escogitazio- 
ni sono a mano a mano derivate tutte quelle impor- 
tanti dottrine, che, ridotte in convenevol forma, com- 
piono il presente trattato , offrendo a' geometri un 
più largo campo da speculare , e mezzi da poter 
con più sicurezza riescire nelle loro ricerche. 

Tu ben conosci di quanti dispiaceri mi sia sta- 
ta cagione questa mia intrapresa a solo bene della 
scienza, eda decorodel nostro paese, c de’ nostri com- 
patriotti, perla utilità de' quali mi sono tanto ado- 
perato, e sempre, nella mìa lunga carriera, quando 
mi era concesso più che ora di esser loro utile j da 
talun de’ quali mi sono veduto con tanta poca amo- 
revolezza corrisposto , da farmi sovente ripetere il 
memorabile detto del Newton all’ Oldemburgio , 
i^/ie:umbtain captando, eatenus perdideram quietem 
meam, rem prorsussubsiaiitialem. Ma pure, poiché 
alla Divina Provvidenza è piaciuto, per si strana e 
dolorosa via condurmi ad esser di qualche utilità a’ 
geometri, ed alla gioventù, che batte V ardua ed e- 
stesissima carriera delle Matematiche, io ne sono 
ben contento} e non solo perdono coloro , che con 
tanta inurbanità mi hanno, per fini vilissimi, trat- 
tato, ne meno avendo riguardo alle mie ottime in- 
tenzioni, ed a’ miei lunghi servigi , ma me nc di- 
chiaro ad essi obbligato e riconoscente : perchè sen- 
za di ciò, ne alle gravi fatiche , che ora sostengo, 
stanco da lunga camera , mi sarei rivolto , nc la 
nostra scuola, e 7 nostro paese or godrebbe il van- 
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taglio di veder pubblicati tanti utilissimi lavori, cTiò 
a quella si appartengono , che ne hanno formata 
T istituzione , e V decoro per lunga serie di anni , 
e che per la confusione de' MSS. del Pergola , e 
r imperfezione grandissima in cui lasciolU questo 
virtuosissimo uomo , pcrlalunga, é ferale malaUia, 
che il tenne per tanto tempo privo di mente , sareb- 
bero rimasti assolutamente perduti ^ e per sempre. 
JVè tampoco mi si sarebbe offerto un mezzo, mio an- 
tico amico , di attcstare a te vivente , e per tanti 
mici illustri colleghi trapassati , i sentimenti del 
mio animo verso di loro , che ho sempre amati in 
vita, e che mi sforzo di onorare ora, che ne godo- 
no una migliore , nella quale dovrò io ben presto 
raggiiignerli. 
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DELLE 

SÉZrONI CONICHE- 


1 .Chiunque vaspeculando i progressi delia Geo- 
metria de’ curvilinei , ed i varii rami , che leggia- 
dramente crebbcrle d’ intorno, resterà sorpreso ncl- 
l’osservare, come i geometri dell' antichità rimota, 

. e sin dalla culla della Geometria , avessero adegua- 
tamente conosciute le curve coniche ; quasi che la 
scienza de’ Conici fosse nata si perfetta , qual n’ è 
Ira noi . Ed in vero essi compreser chiaramente la 
più semplice, e la più elegante genesi, che conviensi 
alle dette curve, ne dimostrarono con venustà e rigo- 
re le moltiplici proprietà, chele adornano; ed in fin 
prescrissero i varii usi di queste curve neirinventa- 
re, e massimamente nel costruire i problemi solidi, 
che diciamo di terzo grado , o di quarto Ei cre- 

' Si weverte che le nate con numeri appartengami alF autore , quelle 
indicate da lettere alC ediloro, * 

(«) È ben naturalo che gli antichissimi geometri i quali elementar- 
mente considerarono il cilindro, il cono, e la sfera, come generati dalla 
rivoluzione del rettangolo , del triangolo retlangolo, e del semicerchio, 

0 che ben rilevavano dalla loro genesi dover la sezione fatta in essi 
perpendicolarmente all' asso di rotazione essere un cerchio , il cho 
nella sfera aveva ancor luogo per ogni altra , si fossero rivolti a vo- 
ler conoscere quelle che ottcnevansi segando poi obbliquamenta al- 
r asso il cilindro , e 1 cono ; o fa anzi maraviglia come avessero 
durato tanto tempo , o fino a Sereno di Antisla , a riconoscere l i- 
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Jeràjclie cotesto privilegio di conoscenza si fosse ac- 
cordalo alla rara sapienza degli Aristei, degli Eucli- 
di, degli Archimedi, e degli Apollonii,i quali furono 
i primi padri del retto geometrizzare j o di ciò non 
pago potrà credere , che lo avesser meritalo coleste 
lince di second’ ordine , che sono le curve della Na- 
tura. Imperocché le parabole sono i sentieri de’corpi, 
chedalla terra projeltansi òbbliqiiamentej e simili ad 
esse sono le orbile delle comete , che da’ rimoli spa- 
zi del firmamento alle regioni solari fan ritorno. I 
pianeti tanto primari , che secondari si volgono in j 

ellittiche irajellorie. E finalmente i gnomoni fitti a 
squadra su piani orizzontali, o insù le pareli van de- 
scrivendo cogli estremi delle loro ombre or l’ una, or 
r altra di quelle curve, che dal segamento del cono > 

con un piano ricaviamo . Ma conviensi agli eruditi 
l’indagare di quel mirabil fenomeno la cagione , ed 
io qui deggio a prò de’ giovanetti intrattenermi a 
compiere un ragionato discorso dell’ argomento . 
a. Aristeo Seniore ', ^vetustissimo geometra cro- 

dcntica natura dell’ ellisse conica , c cilindrica . Ma che si tosscro fin 
da questi jirimi tempi tanto internati nella conoscenza delle prnprictà 
di tali curve , b un' opinione del Fer(;ola fonilata sul ragionameutu 
ch’egli fa su di Aristeo seniore nella seguenti) noia , intorno alla qua- 
le dicliiarcrcniu tra poco i nostri dul.bi . ' 

• Aristeo Seniore non fu filosofo l’Iatonico , come opina il Muniucla 
nell’ UUl. Jtt Malli. parl.I. Iib.in.n.l9 , c con cid posteriore al divina 
Piatene . Nè tampoco Eudosso Gnidio fu al medesimo Arisico .intcrio- 
re , come scrivo Giorgio KraITt, neU'online cronologica ile Mulem. ani. 

Cotcsio geometra crotoniatc fu Io più distinto discepolo di Pitagora, c il 
primo di lui successore nella scuola Italica . Archita Tarcntino , che 
fu I’ ottavo successore di Pitagora , c quindi i>osleriurc ad Aristeo al- 
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toniate , e successore del gran Pitagora nella scuo- 
la Italica, (in dall’infanzia della Geometria elemen- 
tare congegnò brevi e nitide istituzioni su i Coni- 


meno per un gecolo, ebbe per discepoli nulla Geometria Platone ed Eu- 
dosso ; de' quali il primo ritrovò l'orditura dell' analisi geometrica , e 
l'altro compose il libro V. degli Elementi ; ove I' arte contiensi del 
dimostrare . E tornerà a gloria della Magna Grecia, lo cui regioni for- 
mano una parte di questo regno di Xapoli , che di là sieno venuti i pri- 
mi semi della Geometria sublime , o dell' arte d' inventare , c di diniu- 
strarc (JanM, de vita Pyth. e, tilt. — Stanici de Pyth. c.S4 . — Bruker. 
de Pyth. ) . 

(&;Oa questa opinione ch'ebbe il Pergola circa l'epoca in cui visse A- 
ristco dotto seniore fu egli indotto conseguentemente a supporre, che la 
teorica de' conici fosse stata assai conosciuta (in da' primi tempi della 
Geometria , che io seguendolo ritenni , non solamente nelle pre- 
cedenti edirioni di questo trattato do' Conici , ma ancora nella disser- 
tazione sul problema della trieezione angolare , che dopo averla let- 
ta alla R. A. dello Scienze di Napoli , in occasione di diverse preteso 
soluzioni di esso a quella inviato ad osarne , fu pubblicata nella Ifi- 
blioteca analitica nel 1811. Ma ora, meglio e più ponderatamente con- 
siderando la cosa , sembrami assai più fondata l'opinione contraria in 
crederò Aristeo un filosofo Platonico . Eil cccono in breve lo ragioni , 
le quali si vedranno ancora sviluppate nel recar la storia del proble- 
ma della Iriuzione deli angolo , innanzi alla Parte 11. del trattato del- 
]' Invenzione geometrica. 

L opinione del Pergola non ù fondata che sull autorità di Giam- 
blico, scrittore dell lV“secolo , il quale pose Aristeo tra' successori di 
Pitagora nella scuola Jonica , e per sette età , cioò circa 800 anni 
anteriore a Platone . Intanto Eratosteno Cireneo , nell epigramma 
che ag^unse atb sua lettera al re ToLonieo, attribuisce assolulamonte a 
Meneemo I invenzione delio Sezioni Coniclic, che almeno bisogna (lerA 
credere essere stato il primo a considerarle atlcntamente.ed a prevaler- 
sene in costruire i problemi solidi , applicandole a qimllo della duplica- 
zione del cubo . Ma poncodo da banda l autorità storica , o stando a 
quella della più rigorosa critica geometrica , so ben 200 anni prima di 
Platone si ebbe una compiuta dottrina de' Conici , e de’ Luoghi Solidi . 
che suppone la conoscenza dell uso di quelle curve nella risoluztouu di 
tali problemi; perchè mai non apparve con esso risoluto il pr(>blcma 
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ci , dividendole .in cinque libri Ei ve ne aggiun- 
se altrettanti su i Luoghi Solidi. £ quest’opera de- 
stinata, cora’ io m’ immagino, a comporre i proble- 


della triuzioM dell angolo ? o perchè quello della duplicazione dii eie- 
ho , che tanto agitoasi nella scuola di Platone e tra* geometri suoi con- 
temporanei non ebbe altra soluzione per mezzo dello curve coniche , 
che quella di Menecmo ì mentre tanti sforzi ingegnosissimi si fecero , 
da Platone , da Archita stesso , da Eudosso , ed ancor da altri per ri- 
solverlo meccanicamente . 

Al certo, come ho detto, od ognun comprende, la conoscenza de'fuo- 
ghi lolidi suppone stabilito il loro uso, e quindi la soluzione de' problemi 
solidi per mezzo di essi , tra' quali orano principalissimi i due soprad- 
detti . E da questo considerazioni or mi sembra beo ragionevole l' opi- 
nione del Montucla , intorno ad Aristco seniore, che cotesto geometra 
avesse dovuto precedere di poco , o esser anche contemporaneo di 
Euclide ; e che raccogliendo egli le dottrino su' Conici stabilitovi 
da Menecmo , che fu discepolo di, Eudosso Gnidio , e conobbe ancora 
Platone , ne avesse composti que' cinque chiari libri sulle medesimo, 
che poi fece seguire da altrettanti su' Luoghi Solidi. V è ancora a 
Tilletterc , che sembra inconcepibile , che da Aristeo , considerato co- 
me successore di Pitagora , fino ad Euclide , per lo spazio di ben 300 
anni altro trattato non si fosse composto su questo argomento . Eil a 
ciò si arrogo ancora , per chi ben conosce di quanta importanza sia 
la teorica delle proporzioni nello svolger lo proprietà delle sezioni co- 
niche , che non può comprendersi come senza di quella , che tutti 
convengono essere stata stabilita da Eudosso contemporaneo di Plato- 
ne , si fosse potuto si addentro penetrare nulle proprietà di quello 
curve , da avervi Aristeo stabiliti due ampli trattati , cui poco rimaso 
ad aggiungnere fino ad Apollonio.Adunqno conviene coochiudore, cho 
la Geometria vada debitrice , come di tanto altre cose, alta scuota di 
Platone, per una compiuta conoscenza delle Sezioni Coniche, o del loro 
uso nella risoluzione de' problemi .E con tener presenti cotesti princi- 
pii si potrà convenevolmente giudicare di ciò che dall' autore si dice in 
tale argomento nel §. 11. 

’ Vedi Pappo Alessandrino nella pr*/! al lià.vii. delle Colt. JUalh., e 
Viviani nella prefazione alla sua divinazione geometrica su i XiUogAt 
Solidi di Àriatco seniore. 
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mi di terzo , c di quarto grado ^ , dovea costituire 
una parte essenziale di quel corso analitico, che ap- 
pellavasi dagli antichi Luogo Risolido ^ . Dopo di 

^ 1 problemi di ^ , t 4° grado si dicevano dagli antichi problemi 
Solidi ( Si vegga di ciò la ragion» nella /*. diuertazione inserita nel 
voi. I. degli Opuscoli ) . 

* I geometri , che travagliarono sul Luogo Risoluto , e che gittarono 
le rondamenta della Geometria sublimo , rnrono Aristco seniore , Eu- 
clide , Eratoslcne , cd Apollonio Pergeo . Onde qualora voicvasi istitui- 
re un giovanetto nell’ arte dell' inventare, o del dimostrare , dopo di a- 
vcrgli distintamente recata la Geometria elementare , gli si Tacevano 
studiare i libri che appartenevano al Luogo Risoluto, de’ quali cccono 
r ordino, e gli argomenti serbatici da Pappo ntdia citata prefaaione, e la 
reintegrazione di alcuni di essi fatta da' modermi geometri. 

OPERE ANALITICHE DEGÙ ANTICHI. 

Euelidis Data. lib. I. f 

Apollonii de Seetione rationis , { Esistenti, 
lib. 11. 1 

Restituiti. 

Apollonii de Sectioni Spalii . C da Ilalleg. 

lib. 11. ( e dallo Snellio. 

Apollonii delerminatae Seetionis . I dallo stesso SmoIUo, da Giannino, 
lib. 11. I e da Roberto Simson. 

Apollonii Tactionem. lib. 11. | ** ® ***• 

I gola. 

Euelidis Parismata. lib. IH. | da Pietro Fermai , o dal Simson. 

ApoUonU^lnclinalionem. lib. II. Ì «or- 

( sleg. 

Apollonii Locorum Planorum , I dal Fermai , da Francesco Schoo- 
lib. II. ( fe» , 0 da Roberto Simson. 

Ì VII. esistenti ; ma il V. fu anche 
restituito da Viviani ; o l' Vili, 
lo ò stato da Halltg. 

Aristaei Loca Solida . lib. V. da Vincenzo Tiviani 
Euelidis Locorum ad suverficiem. 

lib. Il, 

Bmiostthcnis de medielatibus . 

lib. 11. . 
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Ai'isteo il divino Platone, Eudosso Gnidio, e’I suo 
discepolo Menecmo, e forse tanti altri geometri , le 
opere de’quali perirono in un co’loro nomi, scover- 
sero altre verità sul medesimo soggetto. E queste co- 
se dovettero essere quel materiale , onde Euclide ® 
compose i quattro libri delle sezioni coniche, e che 
forse lo stesso principe de’ geometri Archimede Si- 
racusano anche ne’ Conici , cui talora ne’ suoi li- 
bri delle feroidi, e delle conoidi ei si rapporta. Ma 
coteste opere il tempo edace le Involò tutte alla po- 
sterità erudita. E ni una delle verità, che vi si con- 
tenevano, sarebbe passata ad illustrar nostra ragio- 
ne , se per buona fortuna non fossero a noi perve- 
nuti i Conici di Apollonio Pergeo , ove con bel- 
l’ordine veggonsi quelle riunite,e col rigor dellaSin- 
tesi dimostrate. 

3 . Questo valentuomo nato in Perga città del- 
la Panfilia 247 anni prima dell’Era volgare (come 
riferiva Eraclio o Eraclide nella vita di Archime- 
de , che fino a noi non pervenne ) fu istituito da’ 
discepoli di Euclide in Alessandria , e divenne un 
geometra quanto esteso nelle matematiche conoscen- 
ze , altrettanto ferace d’ invenzioni . Ei fra le mol- 
te opere , che compose, scrisse Vili, libri su i Co~ 
Ilici’, ordinando ne’ primi quattro , illustrando , 
ed universalizzando ciò che gli aveau trasmesso su 
tali curve i geometri anteriori j cd aggiungendovi 

’ Vedi Pappo nel giudizio , eh' ei reca su i Conici di Apollonio nella 
citala pref. 
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verità più sublimi negli ultimi quattro libri . Se i 
primi quattro di questi libri sieuo stati quegli stes- 
si, che avea composti Euclide sul medesimo sogget- 
to j o se Apollonio , eh’ era molto cupido di glo- 
ria, avendo involato alcuni privali manoscritti ad 
Archimede , gli avesse pubblicati in suo nome ^ 
non cale qui esaminare . Farà non per tanto al- 
ta maraviglia ai matematici l’ osservare , come l’ ho 
detto fin da principio , che da’ primi tempi della 
Geometria siensi distintamente comprese le linee di 
second' ordine , che non ha guari si è conosciuto 
esser curve della Natura. 

4. Ma prima, eh’ io vi ragioni dell’ ordine , che 
si ravvisa ne’ Conici di Apollonio, del fato di que- 

*' Gli scrittori , che hanno ad Apollonio imputato questo plagio leU 
tcrariu , si furono tra gli antichi il testò citato Eraclio, e tra' moderai 
Guidone Ubaldo , ne' comentarì su Archimede , e Vossio nell' Addenda 
alla sua opera de Scienliis Malhematiei*. 

[c) Il giudizio di plagio letterario risulta dall' attestato di scrittori 
contemporanei ; dal trovarsi traccia che lo indichi in altre opere del* 
r autore cui si crede appartenere la cosa plagiata ; dall' osservarsi una 
certa dilTercnza scusibilo nel merito di questa produzione plagiata da 
altre dello stesso autore del plagio. Or alcuna di tali condizioni non ha 
lucgo nel caso di Apollonio : poiché non vi ha scrittore contemporaneo 
elio lo attcsti ; in altre opere di Archimede non s' incontra traccia onde 
rilevare che I' ordinamento de' primi IV libri do' Conici di Apollonio 
sia identico a quelli da lui composti ; ed Eutocio anche su di ciò fonda 
la sua opinione in negare questa imputazione di plagio (Com.in ApoU.); 
e finalmcnlo molto altre opere prodotte da Apollonio lo attestano gran 
geometra , del qual nomo gli stessi geometri suoi contemporanci I' ono- 
rarono .. c lo dichiararono perciò ca|>ace a compier da se que' primi 
quattro libri , a’ qii.nli quattro altri ne aggiunse di non minor merito , o 
diflìcoltà de' precedenti . Senza dubbio , eh' egli nel comporre quo' suoi 
primi quattro libri si valse delle verità precedentemente stabilito da Eu- 
clide, c da altri ancora ; ma ciò non vai ccrtameolo il commetter plagioi 
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sii libri, e di altre opere prodotte a dì nostri sullo 
stesso assunto , non v’ incrcsca intendere alcune co- 
se sull’ orditura de’ metodi, co’ quali convien trat-' 
tare simili materie. 

5.1 metodi co’quali si dcggiono investigar le affe- 
zioni delle curve coniche , per poi disporle in uno 
scientifico sistema , parmi esser due , uno diretto , 
inverso 1* altro . 11 primo consiste nel piantar la ge- 
nesi di esse curve, e nel raccorne le proprietà, onde 
distinguonsi , sviluppando la natura , ed i rapporti 
di quelle cose , che concorrono a generale . E nel- 
V altro non si fa, che proporre una generalissima e- 
quazione quadratica indeterminata, dal cui maneg- 
gio le specie rilevinsi delle linee di second' ordine , 
le proprietà loro , edi modi di generarle. Dunque 
l’eccellenza del primo di questi due metodi riducesi 
nella semplicità della genesi di ciascuna curva co- 
nica, e neWeleganza dello sviluppo delle di lei affe- 
zioni 5 laddove quella deir/nverio vuol ripetersi dal- 
la faciltà di comprendere, e di eseguire quelle ana- 
litiche evoluzioni , onde raccolgonsi dalla mento- 
vata equazione le proprietà di esse curve. 

6. Or le curve coniche si possono intender na- 
te dalla sezione del cono fatta con un piano in va- 
rie guise j i loro perimetri talor si generano con mo- 
ti organici , talora per isviluppo di fili implicati a 
certa lamine convesse j ed anche colla riga , e col 
compasso è riuscito a’ geometri di segnar que’pun- 
ti , |)e’ quali passerebbero tali curve , o di segnarli 


Digitized by Google 



delle Sezioni Coniche 


xvir 


con convenevoli proiezioni. Di più lo sviluppo delle 
proprietà loro può eseguirsi con un processo pura- 
mente sintetico, il qualeprincipalraente consiste nella 
trasmutazione di ragioni geometriche ed esso può 
hcn anche condursi con un giudizioso maneggio del- 
le analitiche equazioni . Dunque diversi metodi si 
possono convenevolmente prescrivere , ed eseguire 
con eleganza , tanto nel formar gli Elementi delle 
curve coniche , che nel darne le loro istituzioni ai 
giovanetti . 

7. Ma tra tutte le anzidette genesi delle curve co- 
niche, qual n’ è mai cotanto semplice , geometrica, 
e diretta quanto quella per sezione, per la quale esi- 
gonsi solamente il cono , e la posizione di un pia- 
no, senza che vi s’ inviluppino e moti, e tensioni di 
fili, econgegoazioni di strumenti, ed altre cose dal- 
la semplicità geometrica aliene (<^) . 

’ Quello , che in Algebra ottiensi col maneggio delle analitiche equa- 
zioni , nella Siatui deesi proccurare colle trasmutazioni delle ragioni 
geometriche . E volendo convertire una qualche dimostrazione dall' un 
metodo nell' altro, non solodobbonsi aver familiari gli artifizi euristici di 
questi due metodi ; ma conoscer benanche la loro corrispondenza. 

(d) Di questa genesi si valsero gli antichi , da che tali curvo furon 
denuminate sezioni coniche ; e vennero seguiti da' mode mi , clic furon 
primi a trattarne , come Claudio Midorgio, Gregorio da S. Vincenzo , 
de la Hire , Borelli , cui tenner dietro il Grandi, il Pergola , il Gagnoli, 
cd altri.II Viviani, che in sua giovinezza occupossi a restituire i Conici 
di Aristeo , vi procedeva per la descrizione di una curva conica net pia- 
no , come indicavalo nella prefazione alla sua divinazione de lode toli- 
dii dello stesso geometra antico, dicendo: Multa collegeram, ut Conica 
tiemenla tjutdem Arittati in lueem ederem , praemUsa eolummodo Co- 
nicarum teclionum in plano expedile describendarvm generatione , non 
aulem v( tolel conum leeando , E dobbìam credere , che tal descrizione 

C 


Digilized by Google 



XVIII 


Storia 


8. Intaato i geometri anteriori ad Apollonio im- 
])iegavano il cono retto per la genesi di queste cur- 
ve ^ , esigendo cbe fosse perpendicolare ad un lato 
del triangolo per l’asse il diametro di ciascuna di co- 
teste sezioni j e però dovean proporvi il cono rettan- 
golo per la genesi <lella parabola , l’ acutangolo per 
r ellisse , e Tottusangolo per l’ iperbole . E quindi 
la parabola fu detta sectio coni rcctanguli , 1’ ellisse 
scctio coni acutanguli , e l’ iperbole sectio coni ob- 
tusanguli 

Q.Ma era serbato a quel gran geometra l’intender 
come da un qualunque cono, sia retto, o obbliquo,' 
ciascuna delle curve coniche potesse ricavarsi , sol 
che un piano, lo seghi in diverse guise. Ed ei cbia- 
niò tali curve parabola, ellisse, ed iperbole j poiché 
nella prima di esse il quadrato di ciascuna semiordi- 
uala pareggia il rettangolo del lato retto nella cor- 
rispondente ascissa j mentre nella seconda quello di 
questo è minore, e nell’iperbole n’ è poi maggiore 


fi-i(se per punti , cotne si vide pui praticato <Ia lui medesimo nel lib. IH. 
della suddetta divinazione . Ciò che area ideato il Viviani , fu mandato 
ad elTello dal Wallis, noo senza averne però prima trattato per seziono, 
stimando ciò necessario , nt videar ( cosi espriincsi ) nocas quatiam 
figurai eomminisci , poliut quam ab aliit repertai cxplicare . Ed ancho 
per questa parte cosi comportossi il do l' Uopital , o qualche altro accu- 
rato geometra apprezzatorc del rigore in Geometria . E ciò tanto più 
diviene necessario per coloro , che danno a tali curvo una derivazione 
piiraroenic algebrica. 

* Vedi il eomentario di Eutocio al libro I. di .Apollonio. 

9 Kecò maraviglia a' geometri aniichi , che Apollonio avesse felice- 
mente suoper * la genesi universale delle curve coniche , dando loro i 
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lo.E volendo qui divisare gli argomenti di que- 
gli otto libri , io non fo che trascrivere quel tanto , 
che Apollonio stesso n’espresse in una lettera ad Kii- 
demo premessa al lib.I.de’C'on/c/.— jE'x odo aulem 
lihris , quatuor primi hujus disciplinae contincnt 
dementa. Quorum primus (/uidem complectitur ge~ 
nerationes trium coni scctionum , et eanim quae 
opposilae dicuntiir 5 iternque principalia ipsarum 
accidentia , a ìiobis et ubcrius , et imn'crsalius , 
quam ah aliis , qui de ca re scripseriinl , elabora- 
ta . Secundus libcr iractat ca , quae attinent ad 
diametros , et ad axes sectionum , et ad illas li- 
neas , quae cum seclione non conveniunt , quae a 
Graccis uMiirraaroi appellantur : tnm de aliis dis- 
serit , quae et gcneralcm , et nccessariarn ut/lila- 
tem ad determinationes afferunt . Quas autem Eo- 
ceni diametros , et qiios axes ex hoc libro eogiio- 
sces . Tcrtius liber conlinet multa, et admirabilia 
iheoremata , quae utiliu erunt , et ad solidonnn 
locoriun compositioncs , et ad determinationes.^ 
Quorum complura , pulcherrima , et nova stint . 

convenevoti nomi di parabola, da ifxpxjSxXXstv aeijuare, poiché in fjiio- 
*ta curva il quadrato della seniiordinata pareg;;ia il luttangolu doll'asciS' 
sa nel parametro , d'iperbole da us'epjSjtXXèty «cetdrro » pe» essere il 
quadrato della seniiordinala maggiore di quel rettangolo , c di elliseeda 
aXXtarsiv dtficere, perchè quel quadralo n' é minoro , ond' essi merita- 
mente lo chiamarono il gran geometra", il che viene attestato d.i Gemiuo. 

(e) egli introdusse per quest' oggetto nuove voci in Oeoinetria » 
rea trasteri alle curve coniche quella stessa maniera di esprimersi de* 
geometri anteriori per I ap[dicazionc di spazi! parallelogrammi a linee 
rotte . come si vede nelle prop.28 c 29 YI. Elcm. di Euclide , c acl- 
1« S7 0 58 do' Dati. 
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Hate nos perpendentes, animadvertimus non po^ 
sitarti esse ahEuclide raUonem componcndi loci ad 
ires , et quatuor lineas \ veruni ipsius iantummo- 
do particulam quamdam ; atque hanc non satis 
feliciter . Non enim fieri poterai , ut ea compo- 
sitio recto perficeretur absque iis, quae a nohis in- 
venta sunt . Quartus liber tradii quol modis 
conorum sectiones inter se, et circuii circonferen- 
iiae oecurrere possint j et multa alia ad pleniorem 
doctrinam , quorum nihil ab iis , qui ante nos 
fuerimt , memoriac proditum est. Coni sectio et 
circuii circumferentia , et oppositae sectiones ad 

*° Apollooio qui inteode parlare del flimoao problema delle qualità 
ritte, del quale \i recai la soluzione geometrica nella prima edizione 
di questo Elementi . Ma egli verso la fine del lib. III. de Conici rap- 
porta le proprietà de' /ueeAi , o degli umàiYtcAi, che dagli antichi di- 
cevansi punrta rx comparalione facta. 

{/■; Il motivo che indusse il Pergola a sopprimere nella seconda edi- 
zione , il suddetto problema fu , che essendosi egli attenuto all' ennneia- 
zionc e soluzione del Newton ( Princip, Math. lem. XVII.) questa non 
corrispondeva clic ad un caso del problema generale secondo la mente 
degli antichi, il quale era cosi enunciato : Date ài posizione in un piano 
f lallro rette ; ritrovar il luogo di'/mnli da' quali tirando alte date al- 
trettante rette in dati angoli , stia tempre il rettangolo di due incidenti a 
quello delle olire due in data ragione : ed egli si aveva serbato trattarne 
nell'Arte d Jnventare[Ved.il Prospetto di quest'opera pubblicato nel Ì809, 
td ora riprodotto innanzi alla medesima]. Ma non avendo potuto, per le 
sue gravi infermità , eseguire tal pubblicazione, cootentossi che alla so- 
luzione generale di quel famoso problema , nella maniera la più geo- 
metrica e particolareggiata , adempisse il suo distinto allievo Giuseppe 
Scorza, il quale finalmeiitc , dopo la morte del Pergola , diede alla luco 
un tal lavoro intitolandolo Divinazione deUÀnaliti geometrica degli an- 
ichi , per le ragioni diesi potranno rilevare dalle dissertazioni prò 
messevi. E noi ne ragioneremo con maggior distinzione in quelle elio 
compiono il voi. I. degli Opuscoli matrmafict , che abbiamo promessi. 
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quot puncla oppositis sectionibus occurrani. Beli- 
qui auteni quaiuor libri ad ahundantiorem scien- 
tiam pertinenl . Qiuntus enim de minimrs et ma- 
xi mi s magna ex parte agit ' * . Sextus de aequa- 
libus , et similihiis coni sectionibus. Septimus con- 
tinet thcoremala, quae determinandi vim hahenl'’^. 
Oclavus problemata conica determinata . At vero 
omnibus his cditis , licei unicuique , qui in ea le- 
gende inciderit , ex animi sui sententia judicare. 

1 1 . Il graudissimo pregio di qtTesto insigne lavo- 
ro di Apollonio fece sì , che tra’ greci stessi avesse 
avuti molti comentatori rinomati tra’ quali Pappo a- 
lessandrino , che nel quarto secolo dell’ era volga- 
re illuslrollo con molti lemmi . E nel quinto Eu- 
tocio ascalonita, la saggia Ippazia, e Sereno di Au- 
tissa . Gli arabi dal nono Secolo in poi fecero nel 
loro ìdiouia alquante parafrasi sa i primi sette li- 
bri de’ medesimi Conici (*) . E verso la metà del 


' ' Questo gran geometra , nel lib. V. de’ Ctmiei gittò le foodameota 
dello teoriche moderni^ do' raggi de' einoli oeeulalori, e delle evUute. 

( 9 ) Il MaWio tra'mu'lerni trattò geometricameote.ed in modo assai »* 
legante de' cerchi i quali liaonola stessa curvatura delle ourve coniche, 
mostrando quanto valga ancora in questo argomento il metodo degli 
antichi. 

' ’ Apollonio, nel lib.VII.do'Coniei, esamina i rapporti, che hanno fri 
loro i diametri conjugati ed i parametri, si nell’ ellisse, che neH’iperbole. 

I cementi di questa donna e quello di Sereno si son perdati intera' 
mento ; e son pervenuti a noi que' soli , che aveaue composti Eutocie. 

(A) 1 matematici arabi più chiari , che adoperaronsi in esporre i Co- 
nici di Apollonio furono Thebii ben Corah , e Beni Moees ; u tra' per- 
siani compcndiarooli Abalphath cd Abdolbmelec ; e finalmente circa 
r anno 12M) illustrolli con note il celebre geometra Naseir-eddin . 
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secolo declmosettimo apparvero in Italia due ver- 
sioni latine de’ primi quattro libri di Apollonio , 
la prima , scritta infelicemente da Memmio vene- 
ziano nell’anno i537 , 1’ altra nel i566 da Fede- 
rico Commandino urbinate , con penetrazione, ed 
eleganza 

1 3. Ma i geometri di Europa in sino alla metà 
del secolo XVI° non ebbero che i primi quattro 
libri de’ mentovati Conici j e ne agognarono mai 
sempre i rimanenti. Onde 1’ ab.Maurolico , insigne 
geometra messinese , volendoli restituire, col pon- 
derarne i loro argomenti trasmessici da Pappo , ed 
espressi nella lettera recata nel§. io , riuscì lode- 
volmente nel poter solamente abbozzare nell’ an- 
no 1 547 il quinto , e ’l sesto libro de’ Conici sud- 
detti ('A E Vincenzio Viviani celebre geometra fio- 
rentino, seguendo le orme di MaurolicO.si pose ancor 
egli verso la metà del secolo decimosettiiuo ad or- 
dire una geometrica divinazione al quinto libro di 
Apollonio, eh’ è su i massimi, ed i minimi. ÌH sl chi 
l’avrebbe creduto ! cotest’opera del Viviani j>ar che 


CommaDdinu nella sua versione do' primi IV. libri di Apollonio 
soggiunse ad ogni dimostrazione di questo geometra tanto i comenti di 
Eutocio , che le sue note geometriche . Ed alla fìne di una tal’ opera 
recò! duo libri dtUe Sezioni cilindriche , e coniche di Sereno Anlissc- 
no , il quale fiori nel secolo V. dell' Era volgare , o destinò quest' o- 
pera a togliere quel volgare pregiudizio , che l' ellisse conica fosse boa 
diversa dalla cilindrica. 

(i ) Deosi da ciò attribuire al Maurulico il vanto di aver il primo ten- 
tata la restituzione di opere perduto de' greci geometri ; e col suo esem- 
plo spinti altri ad intraprendere lo stesso asstuto. 
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avessene.ptomosse in Europa non poche parafrasi 
arabe de’£7o7i/c< di Apollonio, ed impegnati gli eru- 
diti ad altrettante versioni.Imperocchè il nostro Bo- 
relli, essendosi imbattuto nella biblioteca Medicea in 
un manoscritto arabo , che conobbe chiaramente 
contenere i primi VII. libri di Apollonio , ottenne 
dalia generosità di Ferdinando II. Gran Duca di 
Toscana di farlo translatare in idioma latino da A- 
bramo Ecchellense maronita j e Giacomo Golio 
peritissimo nelle lingue orientali, e nella Geome- 
tria , ritornando da oriente con molti manoscritti 
arabi , vi condusse anche tre de’rimanenti libri de’ 
Conici òì Apollonio, cioè il V. il VI. ed il VII. Ma 
la sua versione , e quelle di Claudio Hardy , e di 
Cristiano Ravio uscironp alla luce dopo I’ opera 
dell’ Ecchellense . 

i3. Or mentre in Roma compivasi dall’ Elcchel- 
lense , e colla cura dell’ acutissimo Borelli la ver- 
sione del manoscritto arabo, Vincenzo Viviani ac- 
celerò ad istanza de’ suoi amici 1’ intrapresa Divi- 
nazione , e stampella nel loSg , due anni prima 
della versione dell’ Ecchellense , che fu anteriore , 
come si è detto qui sopra , a quelle de’ due codici 

Ignazio Neania PalriarcaAntiocheno lasciò in dono a Ferdinando I. 
Gran Duca di Toscana un gran numero di manoscrilti orientali , fra' 
quali poi si rinvenne la parafrasi araba , che do' primi VII. libri di A- 
pollonio aveano fatta Abalfalo Aspahaneso .( Ved. la prtfazione alC A- 
poU.del Borelli.) 

Cristiano Ravio compila sua versione coll' a]uto del dotto niato- 
matico Samuele Rclhcro. (Ved. Atti degli End. di Lift. an». 1673, 
pag. 399 . E Giorgio KraiTl netC litoria della Geometria Sublime)- 
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Goliano ) a Raviano . Intanto dopo d’ essersi puR-. 
bUcate siOatte versioj3\ , piacque a’ matematici di 
confrontare insieoie il V°. libro di Apollonio colla 
divinazione di esso fattane dal Yiviaai j e da loro 
Al giudicalo in alcune teoriche il geometra italiano 
del pari profondo, che quello di Perga, in altre es^ 
ser ancor ito più lungi di Apollonio , cioè del graa 
geometra dell’antichità rimota-Oiide meritevolmen- 
te potrà considerarsi questa divinazione delViviani, 
come un degno supplemento alle antiche teoriche 
delle curve coniche. 

Finalmente nell’ anno 1710 usci da’ torchi 
di Oxford la più nitida, e la più magnifica edizio- 
ne de’ Conici di Apollonio , per opera di Ed- 
mondo Halley , ove quest’ insigne geometra ed a- 
stronomo restituì benanche 1’ ottavo libro , con u- 
na geometrica divinazione^ il cui titolo è : jdpol- 
lonii Conicorum liber Vili, restilulus, sive de prò- 
hlcmatis determinatis divinatio. Ne’ primi quattro 
libri vi è il testo greco con accanto la versione la- 
tina : gli altri tre, che seguono ordinatamente, so- 
no nel solo idioma latino, ritratti dal codice Golia- 
no , e dalla versione dell’ Ecchellense ,* e 1 ’ ottavo 
libro è finalmente un lavoro dell ingegno dello stes- 
so Halley , ed ha per oggetto l’ investigazione de’ 
diametri delle curve coniche,che abbiano certe con- 
dizioni (^) . Questo profondo geometra avea pur 

[kj Non avendoci Pappo lasciato descritto 1’ argomento , e la distriba- 
zkmo di quest’ Vili”, libro de’ Cottici , come di altre opere del Luogo 


Digiiized by Google 



dcllcSezioni Coniche 


XXV 


anche nell’ anno 1 706 pubblicata 1 ’ opera di Apol- 
lonio de sectione ra//on», reintegrandola da un ma- 
noscritto arabo rinvenuto nella biblioteca Bodieja- 
na , e vi aveva aggiunta la sua divinazione dell’ al- 
tra operaie sectione spatii £ la prima di tali o- 
pere , per quanto si rileva dalla sua epigrafe , dalle 
cose che vi si contengono, e dalla indicazione che ne 
fa Pappo, è beu diversa dall’ VHP libro de Conici 
di Apollonio , e dalla divinazione di esso fattane 
dallo stesso Halley. !Nè quindi so intendere, come il 
dottissimoKrafit stenti a comprendere la diversità di 
queste due produzioni del sommo Halley. ( f^edi 
la sua Hisloria Geom. sublim.p.id. ) 1 "*). 

i 5 . Or sebbene quest’ opera di Apollonio fossa 
sembrata a’ dotti sì pregevole e compita , che niun 
de’ geometri dovesse aver ardimento di darle nuo- 

Kioluto trovasi da lui tatto ■ o almeno non essendo tal sua descrizio- 
ne a Dor pervenuta , le congetture dell' Halley nell’ imprendere que- 
sta sua restituzione hanno dovuto fondarsi solamente nel trovar che 
Pappo medesimo ci avesse lasciati gli stessi lemmi po' libri VII ed 
'Vili de’ Conict ; ond' è che di questi ne dovesse essere afTino I' argo- 
mento, di tal che i teoremi Apolloniani del VII” libro non dovessero ser- 
vire che alla determinazione de' problemi risoluti nclf VIII°; alla quale 
maniera di ragionare l’ illustre uomo dichiara al suo amico Àldrichio, 
nella lettera premessa ad un tal libro , essere stato da lui indotto . Che 
che però sia di ciò , è sicuro chot Vlll° libro datoci da Halley l’è 
un'opera importante , utile alla scienza, e che merita di far conti- 
nuazione a' VII libri superstiti di Apollonio . 

(l) Per quest’ opera di Apollonio , e per le altre a ncora da lui compo- 
sto pel Luogo rùoluto si potrà riscontrare il vol.l. degli Oputcoli matc- 
inoltct , dmerl. i. 

(m) Si riscontri su tal proposito la disitrlasione citata nella noterollà 
precedente. 
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"vo torno, non che di aggiugnerle cosa nuova j pur-t 
nondimeno nel i63a il cav.Claudio Midorgio, pa- 
trizio parigino , ebbe il coraggio di sistemar gli ele- 
menti delle curve coniche ’’ in modo diverso daj- 
l’ApollonianoW, e di aggiugnervì alcuni particolari 
artifizi da descriverle per assegnazioudi punti W. Ed 


•’ Lo opere di Maurolico diedero grandi lumi a Claudio Midorgio . 
(Vcd. la de' Conici di Sortili , e KrafTl nel §.15. dille itiiluz. del- 
la O'eom. tulli. ). 

(n)ll (itolo dclPopera del Midorgio è :iVodrom» ealoplrieortim et dioptrt- 
CùTuPi 3 Com'corutn optrit ad abdita radii rtflexi , al refracli mitU- 
ria prattii , et factm praefertntii , di cui noia il Montucla esserne stati 
pubblicati i soli primi due libri fin dal 1631 ( forse meglio il 1633 , co- 
me nota il Wollio, seguito dal Pergola qui sopra ) ; ed in essi compren- 
devansi le principali dottrine de' Conici. Posteriormente furono ristam- 
pati nel 1639 con I' aggiunzione di altri due libri , e di nuovo nel 16^1, 
edizione che il Montucla non conobbe , mentre poi no reca una del 
1660. Ed in quella del &1, che abbiamo sotto gli occhi, vi si dice : libri 
giialuor priorei , senza che però vi sia la prefazione , in cui , come os- 
serva il Montucla , parlavasi degli altri quattro libri. 

(o] È questo I' oggetto di tutto il lib. II. Ma siflatto argomento im- 
portante per r eflettiva costruzione de' problemi solidi , c per gli usi 
pratici della Meccanica in generalo applicata, fu in seguito con piò facil- 
ti ed eleganza trattato con movimenti organici da Francesco Schooten, 
nella sua Organica leclionum conicarum in plano detcriplio, pubblicala 
dagli Elzcvir nel 1646 ; nella quale in oltre espongonsi altro dottrino 
geometriche degne di considerazione , od in ultimo si aggiugne un'ap- 
pendice per la risoluzione geometrico-analilica dello equazioni di terzo 
grado. Ed egli ripigliò poi lo stesso argomento priooipalodi questo trat- 
tato nel lib. IV. delle Exertilaiionet JUathemalicac . E contemporanea- 
mente e con eleganza trattollo puro il Cavalieri nelle suo Exercilalionet 
gtomtiricae , impresso nel 1647. 

Il Barrow occupossi ancora alla descrizione dello curvo coniche con 
movimento continuo , nelle sue Lecli'onei Opticae et gtomelticae ; ed il 
Cartesio della descrizione meccanica di curve trattò nel lib. II. della sua 
Geometria . E senza star qui ad enumerar altri che trattarono lo stesso 
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ei fa ii primo, che chiamò parametri delle curve co- 
nicke quelle linee , che dagli antichi dicevansi la- 
tiretti la qual denominazione si è costantemen- 
te da’moderni geometri ritenuta (P). 

i6. Nell’ anno 1647 . apparve nella repubhlicat 
de’ lelterati la quadratura del circolo , e deW iper-^ 
baie del P.Gregorio di S. Vincenzo, gesuita de’Pae- 
si bassi , opera ricolma di verità, nuove , ed utili 
non solo alla dottrina de’Comci , che a’ nuovi me- 
todi d’ inventare 

argomento, baiteri per ultimo fer menzione del eompinlo ed egregio la- 
voro del Mac-Laurin , co) titolo di Geonulria organica , live detcrif.^ 
Ito Hnearum eurvarum unhenaii», pubblicato in Londra nel 1730, pro- 
seguendo , e perfezionando lo stessa argomentò dal Newton incomin- 
ciato nel cap. VI. dell' insigne trattato Enumeratio Hnearum lertii or- 
dinii , intitolandolo : de Cuirarum deseriptione organica- Ma per le se- 
sioni coniciie in particolare , partendo da proprietà semplicissimo di es- 
se , esibì nn assai facile maniera di descriverle il marchese del' Uopi- 
tal , nelle sue Seclioni eoniquee , di' & quella die noi esporremo nel 
)ib. IV. delle presenli istituzioni , c dalla quale parti anche U Pergola 
nel su<^ Trattato analitico delle curve coniche. 

Il parametro dicevasi dagli antichi tatui reetum , quasi tatua ere~ 
cium , perchà solevasi porro perpwdicolarmenle al traiveno, 

(p) Ciò afferma Francesco Scliooten nel comentario al lih. II. della 
Geometria del Cartesio ( pag.29S eHi. ifa' BUanr del i659. ) . 

‘s Ecco in tal proposito un vantaggioso giudizio di qusst'ope^a, fat- 
tone dal Leibnils [ Aecad, di Lipi.t695 ) : ifaiora tubiidia altulere tri- 
umviri iUuitree, Carleiiui oiienia ratione lineai Geoaulriae ueprimin- 
di per aequationei , Fermaliai inventa methodo demaitimii et mnimia, 
et Grtgoriui a S.Vineentio mullii praeclarii inventi! ;ond‘è che risul- 
ta assai parziale, e dottato da spirito antigesuitioo il ragionamento che 
su di essa fa il Frisi , nella seconda edizione ddl' elogio di Bonatenlm» 
Cemalieri. 

[g] È da notarsi > die ancora il P.Gregorio da S. Vincenzo, sello suo 
ricerche , proflUò de' lavori del nostro Manrolico , come attesta it Bo- 
teHi nella prefas, eil, a noi, 17 , e 1 conferma il dotto Krafll . 
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17 . II sig. Giovanni de Witt , felice geometra , 
e sgraziato politico di Olanda , insia dall’ anno • 
j658 compose gli Elementi delle linee curve di- 
visi in due libri : nel primo de’ quali recò la ge- 
nesi delle curve coniche per moti di rette giacenti in 
un piano ; e di là ne attinse sinteticamente, e con 
eleganza le proprietà loro W. Ma nel secondo ei 
dissertò su i Luoghi geometrici , salendo gradata- 
mente dalle più semplici in fra le equazioni quadra- 
tiche a due indeterminate alle più composte , ed u- 
niversali . 

10 . In oltre il sig. de la Hire pubblicò nel i685 
un’opera compiuta sulle curve coniche, dimostran- 
do col metodo sintetico tutto ciò che ad esse prin- 
cipalmente si appartiene . Questo celebre geome- 
tra adottò alcuni principi! del Desargues, e dell’ in- 
gegnosissimo Pascal : ma molte altre verità nuove 
ed eleganti aggiunse colla propria speculazione. 

Giovanni de Will avendo lasciati gli ameni Biadi delle Matemali- 
clie si diede alla politica , e co' lumi di questa scienza divenne tanto u- 
tilc alla sua patria', quanto le fu Cornelio di lui fratello col suo corag> 
gio. Ma tutti edile nel 1672 furono sgraziatamente tagliati a pezzi dal 
furor popolare adizzatosi dalla fazione dello statolder . Ippazia Alessan- 
drina intcndentissima della Geometria sublime , anche per una solle- 
vazione del popolo , fu trucidata nei 1V° secolo delia Chiesa , come il 
fu ne' tempi più rimoti lo stesso principe de'geometri Archimede Sira- 
cusano per simili cagioni. 

(rjTra coloro che cercarono illustrare lo dottrine Apoiloniane de’coni- 
ci , ordinandole in modo diverso dal tenuto dal geometra di Perga , me- 
rita un dKI luto luogo il nostro Giannalfonso Borclli , il quale pubblicò 
in lloma , nel 1679 i suoi Jb'tcmenla conica nota tl bnciori melhodo 
demon$lrata . 

" Questo distinto geometra, dal cui ingegno avrebbe dovuto la scien- 
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19 . Verso la fine del secolo decimoseltlmo Cri- 
stiano Ugenio , acutissimo geometra Olandese, ol- 
tre ad aver nitidamente risoluti non pochi proble- 

za ricevere iDiiggiori raoiaggi , servendosi di una retta divisa armoni- 
camente seppe molte verità su i Conici dimostrare con eleganza , ed 
universalmente . Ma quest’ opera è perduta , e solamente nelle lettere 
di Cartesio si fa menzione di essa : siccome poche cose ci sono pur per- 
venute di una consimile opera del Desargues . 

( 1 ) Intanto il do la liire , nel valersi di que' principi! della divisione 
conterminale di una retta , non fa alcuna menzione dei Borelli 1 che l' a- 
vea prima di lui adoperala. Lo che dispiace agli eruditi . ( Vedi Kraffl 
Geom. Subì. pag. "IO). Ed una tal divisione della retta era pure stata 
avvertita , pel cerchio , dal P.Gregorio daS. Vincenzo (pr.67 de ciré.), 
e dal Viviani ( pr.S.lib.I de Max. et Min.) ; ed ancora assai prima rin- 
venivasi per le curve coniche presso Apollonio , senza denominazione 
propria ( Conie.lib.IlI.pr.H6 a 40) . E sol dovrassi esser grati al de la 
Hire per I’ uso pili esteso e metodico di essa, e per avervi ripristinata 
la più breve ed acconcia denominazione di armonica , desunta da ciò , 
che i tre numeri 3 , A, 0 , che aritmeticamente la rappresentano [Vedi 
costituiscono le tre principali consonanze musicali oliata, quin- 
ta cguarta, mentre il P.Gregorio da S. Vincenzo I' avea detta divitio- 
ne teeondo la media ed aitrema ragione proporzionale , il Borelli ana- 
logia conterminale , e da altri fu detta intoluzione : sebbene anche 
per tal riguardo il di lui compatriotta Blondel pretendesse essere sta- 
lo il primo a caratterizzarla col nome di armonica . Ed è ben ragione 
il recar qui a parola un tal luogo del Blondel : » il y a douz ch(»es . 
e que jc ne saurois dissimuler . La premiere est I' étonnoment que 
» j' ai co , qu’ ancore quo f on ait écrit da si belles choses dea 8 e- 
» cUons Coniquea , et qu entra les proprietas de leurs contingrates 
y> cellc-ci ait été reconnuo pour una des priocipales et plus frequen- 

k tea . . Et quoique les plus gran- 

k ds géométres aient particulièrement recherebó les admirables elfats 
» do colte espé'co do proportion , jo n’ ai pourtant vu josqu ici per- 
» sonno qui se soit avisé defappeller ^an»oniyua.II y en a quelques- 
k uns qui l' ont appellée Inoolution , d' autres ont dit que c' étoit una 
k mryenne et exiréme raison proportionelle ; mais pas un , au moins 
k que je sache, ni des anciens , ni des modernes, ne lui ont donné son 
>1 veritablo nom. (Afcm.de [ Acad. dee Scieneee, dal 1666 al 1699 t.ll. 
pag. 3a e 36 rdù. di la Jlaye, ), Non avverti dunque questo geometra 
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mi solidi , irallò con eleganza delle dimensioni 
delle curve coniche, e delle loro evoluzioni.^ T im- 
mortai Newton destinò le sezioni iv , e v de’ suoi 

ed architetto Tranceae alle definizioni riportate da Pappo quasi io prin- 
cipio del lib. 111. delle Mathematieae ColUelionti , eh' egli pur teneva 
aott’ occhi , come si scorge dal suo stasso lavoro presentato a quel- 
r Accademia . 

Ma nè tampoco stimiamo fuori proposito di qui osservare , che il do 
l' Hopital , nel lib.VI. del suo trattalo , por dimostrar le proprioti co- 
muni alle curve coniche rapporto a’ diametri , alle tangenti , ed agli as- 
aintoti , si valse ingegnosamente del cono , e di un piano passante pel 
vertice parallelo a quello della sezione conica ; dando por tal modo di 
que' teoremi dimostrazioni piè facili e brevi di quello che incontra- 
vanii in altre opere su' Conici , ove si era (atto uso della dioiiion» 
Ormonica . Ed egli però conchiudendo im tal libro cosi dice ; » C’ est 
» ce que je croia avoir exècuté dT uno maniere fort aisée , et entié- 
» rement oouvelle , puisque je ne me suis point servi de lignes cou- 
» pées harroooìquement , comme ont kit les géomètrea modemes a- 
» pres M. Pacehal et Decarguet ; ce qui Ics a oUigés d' avoir recours 
» i un grand nombre de lemmes, dont les demonstrations seules me 
n paroissent sussi longties que celles do tout ce livre «. Ma chi vorrà 
paragonarle con le corrispondenti nel presente trattato elementare, 
troverà che potevansi quellp ancora elegantemente ottenere senza es- 
servi bisogno dell' espediente preso dal dotto geometra francese. E ciò 
che piè monta lo troverà con pari eleganza rilevate analiticamente nel- 
]' altra opera del Pergola sulle curve coniche . mentre il de l' Hopital , 
deviando dal suo istitoto , dovè ripiegare in dimostrazioni prettamen- 
te geometriche . 

** Questo gran geometra sciolse con indicibile eleganza i seguenti pro- 
blemi su i Conici — Silrocare una retta ugwde ad un dato areo para- 
bolica— Etibire tm cerchio uguale alla tuperfieie della conoide , che vUn 
generata da vna sezione conica rivoUa intorno al suo asse : cd altri. Ma 
tra questo soluzioni quella dell'anticbissimo problema di dividere la efe- 
ra in data ragione , sombra di una maravigliosa semplicità : imperoc- 
ché egli la fa solamente dipendere dalla trisezione dell'angolo , senza ri- 
correre alla combinazione della parabola e dell' iperbole , o deli' iperbo- 
le e dell' ellisse , come fecero alcuni geometri antichi ( Si potrà riscon- 
trare la nota eorriepondente a tal problema nella part. 2 delt Invenzio- 
ne geometrica ^ . Ma un nostro geometra ha dimostrato potersi tran* 
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Princ. Matem. della Filos. Nat. ad isnodare al- 
quanti difficilissimi problemi sulle Fazioni di tali 
curve. Questo geometra, ch’era tutt’intento a pro- 
muovere il suo metodo delle Flussioni , ed a chia- 
rir colla Geometria le arcane legge de’cieli , e del- 
la Natura , s’ intrattenne per alleviar sue cure nel- 
le amene vie dell’ Analisi antica : e quivi abbatten- 
dosi al problema delle quattro rette , di cui si 
cercava fin da que’ tempi la geometrica composi- 
zione il disciolse immantinente, ed in egregi mo- 


da! proposto problema l’ equazione — 3r ’ae-f-r* (2r — h ) — o , oro 
r dinoti il raggio delia data sfera . x la distanza del centro della sfe- 
ra dal piano segante , ed A I' altezza del cono , che abbia per basa 
il circolo massimo , e sia aguale ad uno de segmenti richiesti ( Drat. 
AkU. dt Luoghi gcomeiriei Ì45.) Ed essendo eotesta equazione pa- 
riforme a -quella , che il Cartesio rinvenne per la trisezione angolare , 
sari facilissima cosa il ridurre quel problema a questo , e poi compor- 
lo geometricamente. 

(I] Nò deesi qui omettere di far menziono dell'elegante soluzione geo- 
metrica di tal problema , che beendo intersegare un cerchio con una 
parabola ne ha data l' egr^o nostro prof, Francesco Bruno , che a- 
gli amatori di una sintesi pura riesciri assai grato riscontrare nel suo 
dotto opuscolo , cui ben corrisponde il titolo di 5ofuztont geomttrich» 
di oleum difieUi prMtmi loltdi , pubblicato nel 1834. 

Si vegga i'enunciaziooo generale di un tal problema nella nota ( /). , 

** Cartesio parlandone! libro I. della sua Geometria ài una tal qui- 
f liono al disse : guam nte Eutlidee , «tee ApoUoniu* , nee guiiguam a- 
liut penitue retolrere potuerai . Ed autenticò la sua opinione de'segueo- 
ti detti di Pappo ( Pref. lib. VII. Coll.Mat. ) : Quem dieit ApoUoniut in 
lib. Ili locum ad tret et guatuor lineae ab Eueiide perfeetum non «s- 
se , negue ipee perfette poterat , negue aliguii all'ut. Ed io vi aggiu- 
goerei le rimanenti parole del medesimo paragrafo , cioè ; ted negue 
paullutum guid adderò èie, gnae Eueiidee eeripeil,per ea tantum Conica, 
guae utgue ad Euelidit tempora praemonetrata tunl , ut etiam ipee le- 
itatur dieetu, fieri non poeto ut focus perfieeretur abtgut He , guae iptt 
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Ji . Poiché egli nel congegnarne 1’ anzidelta com- 
posizione , non si valse di altri princijrii , che di 
que’ soli , che a’ geometri greci eran noti. 

ao. Nel principio del secolo antipassato Lorenzo 
Lorenzini, che fu distinto allievo del Viviani, nell’ 
ozio, e tra’disagi di una prigione, ove per venti anni 
sciaguratamente fu ritenuto , compose sei esercita- 
zioni geometriche, chehin per oggetto le sezioni co- 
niche , le cilindriche, i solidi nati dalle loro rivolu- 
zioni, le lince logaritmiche, eàsXtn punti interessan- 
ti di Geometria, Ed ei non solo seppe ingradarsi ol- 
tre le invenzioni Apolloniane , e Vivianee : ma ri- 
staurò pur anche 1’ arte di elegantemente geometriz- 
zare alla maniera greca , che gl’ italiani si pregiaro- 

uribtn etmattu lit . E qtieeti detti di Pappo alludono a cid che Apollo- 
nio avea indicalo nell’ epìgrafe del lib. III. de' Conici (§.10.) . iVone- 
nim fieri poterai «( ea eompoeilio recte perfieerelur absgue ite , qtiae a 
notij inventa lunt . Or da tutto il contesto di Pappo , e dalla detta epi- 
grafe di Apollonio un' altra illazione io qui ritraggo , cioè , che co' soli 
Conicidi Aristeo . nè Euclide , nè Apollonio . nè verun altro geometra 
potè mai comporre il problema dette quattro rtUe. Apollonio vi scopri 
nuovi principii per la perfetta composizione di un tal luogo , e con essi 
riuscì lodevolmente . Ed in vero , se Apollonio non avesse composto il 
problema delle quattro rette , come poteva categoricamente asserire 
• un tal luogo essere una delle Ire curve coniche data di posizione ? Or 
se il compose , dovè anteriormente praticarvi con buon saccesso l' ana- 
lisi geometrica , cioè risolverlo : dovendo quella nascer da questa . £ 
s' ei avesse tentala la soluzione senza guidarla a fiue { al che all udono 
le parole del Cartesio) non avrebbe menata una si magnifica iattanza , 
ed a spose del mitissimo Euclide , rimprocciandogli quel che si legge 
noli epigrafe del suo libro terzo do' Conici , nella ciUta lettera ad Eu- 
< demo ( §.10. ]. 

(«) Si riscontri ancora da questo argomento la 1*. dissertazione nel 
voi. I, degli Opuieoli. 
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no mai sempre di emulare. Una sola però di queste 
esercitazioni fu data in luce nel 1 71 1 (*) , e le altre 
Serbansi tuttora nella biblioteca Magliabechiana , 
quai preziosi parti del suo ingegno 

a I . Per la dimensione de’curvilinei ne abbisogna- 
vano melodi particolari > ed i geometri con la loro 
penetrazione vi provvidero in varie guise j delle qua- 
li non è fuori proposito indicare quelle che al no- 
stro argomento geometrico più si confanno. 

METODO de’ limiti. 

3 a. Il grande Archimede impegnatosi alla dimen- 
sione de' curvilinei , che in que’tempi era un oggetto 
nuovo, ed interessante in Geometria , adottò quel 
distinto, e sicuro metodo à! E saustioneyO de’ Limi- 

(«)II laroro del Lorenzini circa le curve coniche non è però un tratta- 
to di esie , come par che avesae creduto il KralTt , cosi esprimeodoti : 
Methodo vtterum ieciionu eonieas pertraclaul quoqut Laartntìus ■Lo- 
rtntini , IlaUu , in Exenitalion» geomtlriea , guam dtltniui in cor- 
cera eMoravit ( Imt. Geom.$aèl,paj.S7,J .Ed è forse a credere, 
eh' egli non avesse ni meo veduto un tal libro , che divenne beo pre- 
sto raro ancora io Italia , pnichi sarebbe bastato a rimuoverlo dall'equi- 
voeo io cui cadde il semplice frontispizio del medesimo , nel quale de- - 
acrivesi minutamente tutto il contenuto in esso . 

** Vedi Ferrooio ne' Proltgtmtni dtUt grandexzi ttpontnxiali pa- 
gina x\y. 

(y) Il Loreazioi fini di vivere nel tempo che pubblicavasi questo 
suo primo lavorò ; da che avvenne , che te altre cinque E$ireitazio- 
m' rimanessero inedite . E dee dispiacere , che mentre nel secol pre- 
sente si va tanto frugando io pubbliche biblioteche . per pubUicar 
cose che v" eran rimaste ad iopolverare , perchè di poco momento , 
neSBQO italiano avesse mai pensato a questi utili lavori per la Kieii- 
■a geometrica , di un loro ai dialisto compatriotta. 

• 
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4/, dal cui seno poi sgorgarono gli altri due degl’ in- 
divisibili, e delle prime ed ultime ragioni ’®.Se in u- 
zia figura curvilinea (ecco un abbozzo di questo me- 
todo) contiuuamenle iscrivansi rettilineij ed altret- 
tanti le si circoscriv ano, sicché la differenza di quel- 
li e questi possa divenir minore di qualunque gran- 
dezza assegnabile, tanto i rettilinei iscritti nella fi- 
gura curvilinea , che i circoscritti si diranno ter- 
minare in essa : e questa figura sarà limite degli u- 
ni e degli altri. Or da queste nozioni traggonsi due 
principii regolatori delle dimostrazioni di tal ge- 
nere. I. Quelle grandezze, che hanno un istesso li- 
mite , si debbono avere per uguali. II. le gran- 
dezze, che continuamente iscrivansi in due figure, 
ed in sin che terminino in queste abbiati sempre fra 
loro una data ragione ; questa medesima ragione 
dovranno avere le figure anzidetto 


’* Ecco ciò che dice Walli» di Archimede: Fir tlupendae lagaeitalit, 
jui prima fundamenta poiuit intitUionvm fere cmnium , de quibue pro- 
movendie aelae noelra glorialur. 

(z) Eli in vero i metodi sommatorii do' moderni , (ler la loro allirità 
e speditezza di gran lunga superiori a quello de' limili , non solo da 
questo delirano ; ma spesso a mostrare la loro genuinità conviene 
far conoscere , che in quello rientrino : di che sarà ragionato altrove , 
ed in luogo più proprio. 

Vedi Mjclaurio , nell' Inlroduz. al Traile dee Flaxioni, e Fcrrooio 
sul binomio Metetoniano §. 9. Oper. cit. nella noi. antepe, , per 1' e- 
slcnsionc rii un tal principio. 

(ao) Per più chiartnicnlo di questo metodo si potrà riscontrare la no- 
ta corrisi ouuenle al lib.I. di Archimede «ilio tfera e eul eUindra . 
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METODO DEGL INDIVISIBILI^ ‘ 

a3. Bonaventura Cavalieri geometra milanese ^ 
il cui nome sarà sempre chiaro in Europa pel suo- 
uetodo degV Indivisibili , e per le molte verità cor» 
esso brevemente dimostrate , gittò egli il primo Te 
iondamenta Ad Metodi sommatorii ài die poisi val- 
sero non pochi illustri matematici per la dimensio- 
ne de’ curvilinei . Questo metodo , eh’ è bene d'il- 
lustrare a’giovanetti , parmi esser diviso in due ra- 
mi , il primo de’ quali io qui adombro, e per le so- 
le figure piane j poiché 1’ altro può conoscersi dà 
questo , e r uno , e 1’ altro ai solidi applicarsi ^ 
Così sulla linea retta AD [_/?■;. a. ], e dalla medesi- 
ma parte di essa, sien costituite le due figure piane 
AFB j CGD di uguali altezze j ed ovunque nelle 
dette figure conducasi la linea retta ad parallela a. 
quella base. Ed oltre a ciò le parti a£, cd di que- 
sta linea retta sieno sempre nella costante ragione 
di mad n ^ /c mentovale Jìgurc AFB, CGD duvran~ 
no benanche avere la medesima ragióne à\m ad n. 
Imperocché , per la 12 . V. EL tolte le linee rette- 
AB , ab, ec. a tutte le altre CD, cd, ec. sono nel- 
la ragione di in ad n. Dunque la figura AFB starà 
all’ altra CGD come m ad n 

’* Vcd. Gtom. di Cavalieri lib. III. e IV. 

[bb] Il Cavalieri Tin dal principio dell'anno 1626 era venuto al tonnine 
della Gtomelria indicùibilwn , cil aveva geometricamente sciolta gran 
parte do’ problemi già da undici anni proposti dal Keplero nella sua Stt- 
rtom$iria dolimim , spianando la strada ad altri geometri per risolver» 
tulli gli altri problemi analoghi. 
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s4- Ma quest’ ultima illazione non può regge- 
re in alcun modo, se non suppougasi, che tanto le 
linee rette AB , ab ^ ec. , che le altre CD, cd , ec. 
occupino le due figure AFB , CGD respettivamen- 
te. II saggio geometra temendo di cadere nella Ze- 
nonislica composizion del continuo con sifTata oc- 
cupazione, cercò di scansarla. Ma venendo gagliar- 
damente costretto dalle imputazioni , che poi gli 
fece il Guidino si lasciò dire; me non numerum 
ipsaram comparare , quem ignoramus , sed tan- 
tum magnitudinem , quae adaequamus spatio ab 
iisdem occupato ( scol. prop. i. lib. II.) . E poi 
dichiarò, che quelle linee rette occupatrici de’det- 
ti spazi doveansi prendere per altrettanti rettango- 
li ridotti alla minima loro latitudine ) e che il suo 
metodo, sebbene sia più energico ed attivo di quel- 
lo de’limiti, abbia non per tanto la medesima di lui 
natura. £ perciò noi potrera direcoU’ilIustre New- 
ton, che questo metodo del Cavalieri, ch'è succin- 
to ed attivo nel dimostrare, sia alpianto duro W. 


(ce) Nella lua Ctnhvbariea . Ma queito gesuita noe contenendosi 
ne' limiti di una slrella critica , arrivò fino a disputare al Cavalieri ii 
inerito di tale invenzione, lasciandogli solamente quello di aver genera- 
lizzati alcuni teoremi Kepleriani. 

(dd) il Cavalieri medesimo non tralasciò di confessare una tal durezza 
nella maniera di esprimere il principio fondamentale del suo metodo , e 
nella voce stessa d indiviiibili , che vi adoperava ; soggiugnendo di a- 
spettursi r Alessandro, che sciogliesse questo nodo (ìordiano : nò gli fal- 
li ia predizione , essendovi dopo ben un mezzo secolo riuscito il Newton 
col suo metodo delle prtms ed ultime ragioni , dal quale sgorgò poi natu- 
ralmente il calcolo diffirtniiato . 
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METODO DELLE PRIME ED ULTIME RAGIONI. 

a5. Ma il sommo Newton stimando poco dice- 
vole alla natura delle grandezze continue il creder- 
le nate per addizion di particelle minime indivisi- 
bili , quali supponevansi dal Cavalieri , dal Torri- 
celli, e dal Wallis’9 j un’ altra genesi volle compir 
di esse , ed un altro metodo per la misura dei cur- 
vilinei prescrisse . Pensò il granduomo , che in ri- 
gor di Geometria ogni quantità continua si debba 
intender generata dal moto di un punto, di una li- 
nea , o di una superficie, secondo che quella con- 
tenga una sola dimensione , o ne abbia due , o an- 
cor tre . E vi soggiunse , che di tali grandezze si 
debbano prendere le prime parti nascenti, o le ul- 
time evanescenti, quando si tratti della misura dei 
curvilinei . Ma coteste particelle non sono geome- 
tricamente assegnabili j ed anche niun vantaggio si 
conseguirebbe nel considerarle di una infinitesima , 
ed inconcepibile grandezza . Perciò accortamente ei 
si restrinse a prender le ragioni di quelle quantità 
nascenti, o di quelle altre evanescenti : poiché i ter- 
mini di siffatte ragioni sono grandezze finite , e pa- 
ragonabili fra loro . Ei chiamò que’ rajiporti le pri- 
me , o le ultime ragioni j e con tal principio diste- 
se tante leggiadre dimostrazioni , che osservansi ne’ 

Il Wallis avendo applicato il calcolo aHa Geometria degl' ImUei- 
tAili spinse più oltre cotesto metodo . Jla le suo ricerche particolari 
non furono , che un'ombra di ciò che poi fece il cavalicr Newton , nel 
Muhodvi* fluaionum et serierum infinitamm. 
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Prìncip. Maiem. della filosofia naturale, e da cui 
derivò 1 ’ Analisi delle Flussioni , eh’ è un metodo 
assai più atlivoi ed universale di quelli di Esaustio- 
ne, e degl' Indivisibili. 

26/ Or io eccederei la meta del mio assunto , 
se volessi prefigger le leggi di cotesto metodo, non 
per tanto, per chiarimento di esso, recherò il seguen- 
te geometrico esempio. Nella curva AMD \fig.h.']\ 
qualunque sia la sua natura , si tiri per lo punto M 
1.1 tangente MH, la normale MR, e 1 ’ ordinata MF 
all’ asse AR. E poi la corda, che passa per lo con- 
tatto M, e per lo vertice A, intendasi rotare intor- 
no al contatto M , e verso la tangente MH. Cotesta 
retta andrà tagliando da tal curva archi sempremi- 
nori de’primi, e formerà coll’ordinata MF altrettan- 
ti angoli, che tanto meno dovran differire dall’ango- 
lo FMH fatto dalla stessa ordinata, e dalla tangente, 
quantopiii la retta rotante si appresserà alla tangen- 
te. Or supponghiamo esser MG rultimo de’detti ar- 
chetti j sarà il triangolo MEG simile aU’altro MFR, 
e quindi la ragione dell’ ultimo archetto evanescen- 
te MG alia sua altezza GE,sarà quanto quella della 
normale MR all’ ordinata MF. E sarà pure ME ad 
EG,come la stessa ordinataMF alla sottangenteFH. 
Il perchè, se la curva AGM sia una parabola,ed allo 
spazio esterno intendasi circoscritto ilpiccolparalle- 
loranimo PMER , e 1 ’ altro corrispondente FMNB 
sia circoscritto allo spazio interno; sarà il primo di 
questi pai allulogrammi all’altro , perchè equiango- 
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li , in ragion composla di PM ad MF , e di MP ad 
FH , vale a dire come PM ad FH , o come i a a , 
essendo in questa curva la sottangente dupla della 
sua ascissa, come dimostrasi nel seguente primo li- 
bro. Dunque sarà il parallelogrammo PE una metà 
dell’altro MB. E cosi tutto lo spazio esterno PAGM 
dovrà essere una metà deH’interno MFAG, e quin- 
di un terzo del parallelogrammo MFAP (**). 

. Alcuni di que’ moderni geometri, di cui si 
è fatto qui sopra onorevol menzione , consegrarono 
all’ utile della gioventù studiosa alquante brevi isti- 
tuzioni sulle curve conicbe.Cosi il nostroBorelli nel 
l’anno 1679 pubblicò un compendio de’C'omc/lf/J, 
dimostrando con indicibil nitore quanto ei si pro- 
pose su tale assunto : e quivi si valse della divisione 
conterminale di una retta , per principio di alcune 
dimostrazioni , di cui la più parte son dedotte 
dalla genesi di queste curve pel cono. Il sig. de la 
Hire nell’ islesso tempo stampò in Parigi un giudi- 
zioso opuscolo sulle curve coniche , aggiungendovi 
i luoghi geometrici per la composizione de’ proble- 
mi solidi. £ dopo di esSo il P. Guido Grandi abate 
camaldolese diede in luce un Compendietto delle 
Sezioni Coniche , il quale , secondo che ne giu- 
dicò il dottissimo Cristiano Wolfio , è un libret- 
to mole parvus sed ubertate rerum gravis. 

[te] Si vegga di ciò altro oscnipio nella prop. 21.lib.V, 

Veegasi la precedenle noivrella (r). 

“ La divisioii ronicrtninale è la stessa elio 1' armonico. (' Vedi la pr*~ 
etdtnic noia (<) ). _ 
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a8. Nell’ anno 1 735 apparvero in Edimburgo le 
Sezioni Coniche di Roberto Sirason , che raerila- 
menlc può dirsi 1 ’ Apollonio anglicano, che vi ven- 
nero poi riprodotte nel 1750 (ss) . Alla fine dello 
stesso quivi usciron da’ torchi gli Elementi delle 
curve coniche del sig. Hiitton , i quali secondo il 
Montucla sono un modello di chiarezza e precisio- 
ne. E nella nostra Italia si è j^rodotto dal dotto Ga- 
gnoli un elegante trattato delle Sezioni Coniche , 
che piace a’ geometri. 

29, Molte altre istituzioni su i Conici si so- 
no in diversi tempi , e da diversi geometri conge- 
gnate, che il solo indicarle farebhemi ecceder la me- 
ta , che mi ho proposto . Ond’ io passerò volen- 
tieri a divisare i principali corsi analitici delle Se- 
zioni Coniche , per compiere una storia ragionata 
di questo argomento, trattenendomi per poco sul- 
le scoverte fatte dal Cartesio in tal soggetto • 

3 0. Il Cartesio , innestando alla Geometria le 
analitiche grandezze, e le operazioni di queste agli 


(gg) Seelionum eoniearum lib. V. te. in K°. E per dir alcuna cosa di 
qoesfegregio lavoro di geometra si profondo, egli parto si dalla descri- 
ikme organica di tali curve nel piano, ma non tralascia poi di dimostra- 
re corrisponder esso a quello nascenti dalla seziono nel cono ; il cho , 
come vedesi, fa rientrare la sua esposizione in quella alla maniera dogli 
antichi ; e vi dimostra molle converse delle proposizioni da altri renate, 
altre nuove egli ne aggiugno , che estendono il campo vastissimo delle 
proprietà di queste curve , e somministrano nuova materia all' analisi , 
ed alla composiziono do' problemi solidi. 

(AA) Per riguardo a* trattati analitici delle curve coniche si potrà an- 
che riscontrare la dotta prefazione del nostro autore alle sue Seziona 
ConicAe anatUicamenit trattate. 
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artifizi di quella ragguagliando , scoprì il convene- 
vol modo da esibire la uatura di ciascuna curva per 
r equazione fra le coordinate di essa . E da ciò si 
conchiuse una curva esser geometrica, o meccani- 
ca, fecondo che la sua caratteristica equazione con- 
tenga grandezze algebriche solamente , o ne abbia 
benanche trascendenti . Che anzi le linee geome- 
triche si sogliono classiilcare in ordini o in generi 
nel seguente modo. Una linea dicesi del P ordine, 
se la sua equazione a due indeterminate non ecce- 
da la prima dimensione , com’ è la retta . £ si di- 
cono linee di JP ordine , o curve di primo genere 
quelle altre , le cui equazioni ascendono al a® gra- 
do. Ed a tal classe appartengono le curve coniche, 
di che qui appresso ragioneremo. In oltre appellan- 
si lìnee di IIP ordine, o curve di IP genere quel- 
le altre, le cui equazioni fra le due variabili, che vi 
esprimono le rispettive loro coordinate, sono di ter- 
zo grado. E cosi più appresso 

(<i) Il Carteaio diitiose le curve in gntri comprendendo nel 1® gene- 
re le sole curve la cui equasione a duo indcterminale ascendeva al 2® 
grado ; e poi nel 2°, 3°, re. gtntre quelle curve la cui equazione a due 
iodeterminate fossè del 3° ovvero grado , 5° ovvero 6® , e cosi in 
seguito procedendo sempre di duo in due gradi dell' equazione per 
ogni genere [ CroffiU. <t6. //. mprinc.] . Ed egli forse cosi regolossi 
imilando gli antichi nel problema alle rette , che come ben videro il 
Pergola e lo Scorza era un facil mezzo per la classificazione delle cur- 
vo algebriche ( Luoghi solidi §. 107 ) . 

Ma il Newlor, non contento di tal divisione, no' altra ne diede, nel suo 
trattato Enumeralio Imearum lertii ordinit , eh' è quella quassù indica- 
ta . Ed i geometri posteriori tra' quali I' Eulero e 'I Cranxer si sono at- 
tenuti alla sola e più distinta divisione' io ordini , rare volte trovandosi 
adoperala la corrispondente divisione in generi. E ciò era necessario at* 
vertire per togliere ogni equivoco dall' animo do' giovani . 
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3 1 . E quindi ad ua sagace , e franco calcola- 
tore sarebbe sfata lieve cosa il trarre le equazioni 
alle curve coniche da una qualunque genesi , che 
loro si premetta, e poi, dal maneggio di tali equa- 
zioni , rilevare le proprietà di cui sono colme co- 
teste linee di second’ ordine . Ma il raccorte tutte 
con un agevole calcolo analitico , e da una genesi 
organica semplice , ed elegante era serbato all’ illu- 
stre marchese de l’Hopital. Questo nobil germe della 
splendidissima famiglia Gallucci, da Napoli trasplan- 
tata in Parigi , seppe , ne’dieci libri del suo Trat- 
tato analitico delle Sezioni Coniche , leggiadra- 
mente dimostrare quanto a queste curve si appar- 
tiene j temperando con mirabil arte i sintetici la- 
vori con quelli che 1 ’ Algebra offre . Ei vi aggiun- 
se i Luoghi Geometrici , discendendo dalle gene- 
ralissime equazioni delle curve coniche alle partf- 
colari, e semplici j e prescrisse il modo di costrui- 
re le equazioni di terzo , e di quarto grado coliti 
combinazione di esse curve. Quest’ opera fu com- 
pendiala dal sig.Trevigar negli Eleuunti delle Se- 
zioni Coniche stampali in Cambrigia nell’ anno 
1 73 1 .Ed altri geometri ebber poi prodotti simili o- 
puscoli sullo stesso assunto, per utile della gioven- 
tù studiosa j tra’ quali distinguonsi quelli del Wol- 
fio, e dell’abate Marie, il quale fonda la sua analisi 
sella genesi di esse curve per la sezione del cono.. 

3 a. Ma alcuni moderni, sagacissimi analisti han 
desiderato , che in quell’ opera del marchese de 
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r Ilopital vi fosse più pura , ed insiem più attiva 
quell’analisi , che vi s’ impiega ; poiché la piuppar- 
te degli artifiei euristici non sono che geometrici , 
e di tal natura sono anche molte dimostrazioni , 
che quivi appajono con simboliche divjse . E per- 
ciò si è fra noi procurato di produrre un Trattalo 
analitico delle curve coniche W , ove jìremessa Ix 
genesi organica di esse curve , con mezzi puramen- 
te algebrici , e col regolo della Geometria Carte- 
siana vengono sviluppate le più utili , ed insigni 
proprietà loro , relativamente a' diametri di esse 
curve , alle tangenti e seganti , a' fuochi , ed alle 
dimensioni . E risolvonsi moltissimi difficili pro- 
blemi . 

^33. Ciò premesso ecco le leggi del metodo inver- 
so , onde sovente giova trattare i Conici. Si pianti 
r equazione fondamentale alle linee del secoud’ or- 
dine/n^lla massima generalità possibile , come 1’ ò 
questa A-\-Bx+,Cy+Dx'-^Exy.\-Fy' = o . Si pro- 
curi di aver distinte , e familiari tutte le conve- 
nevoli evoluzioni , che soglionsi utilmente pratica- 
re sulla proposta equazione . Da ciò si rilevino con 
quella semplicità , ed ordine , ,che si conviene , le 
seguenti determinazioni , cioè le specie delle linee 
di secondi ordine ; \e forme de loro rami curvili- 
nei ; la natura f e 'I sito d^ loro diametri ; le sot- 

t 

■ f 

[kk] Trattalo analitico Mie. Sezioni C nnùhe Hi Nicola Forgila, 181'» 
in 8” , ed indi riprodotlo con nolo in 4. nel 1828 , c ne! 183(i. ‘ 
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tangenti , gli assintoti , e le normali ; i numeri tie* 
fninti in che sega'nsifra loro , o con le linee rette j ì 
rapporti delle corde, che si tagliano fra loro , 0 che 
procedano da un qiialchè punto insigne di esse cur~ 
ve’, ed altre sìmili ricerche. Questo piano puramen- 
te analitico fu la prima volta con eleganza eseguito 
dal sommo analista Eulero, e poi adottato da cele- 
bri matematici Cramer , P. Vincenzo Riccati, Sala- 
di ni , la Croix , e da altri ancora. 

Agcibnzione alla storia precedewtb. 

34 . Dopo le brevi notizie storiche su’ Conici, lo 
stato attuale della istituzione in esse richiede , che 
alcuna cosa si aggiunga atta a regolarne rapprcntli- 
niento , ed a stabilire la ragionevolezza de’ motivi , 
che ci hanno questa volta indotti ad accrescerne le 
dottrine ‘5 onde non si abbia a giudicate essersi ciò 
fatto per un puro lusso di scienza, o per troppa va- 
ghezza di questa . 

35. E cominciando dal secondo degl’indlcati og- 
getti convien riflettere , che quantunque nella scuo- 
la di Platone , e fino ad Euclide , molto si fosse la- 
vorato intorno alle sezioni coniche , d’onde gli Ele- 
menti di queste ordinati finalmente da costui , ed i 
cinque libri de Luoghi solidi del geometra Aristèo j 
purtuttavia la composizione dell’ arduo problema 
alle tre , e quattro rette non potè ottenersi , senza 
ntiove proprietà de’ Conici , che Apollonio aggiun- 
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se Iffìf olire (Quelle, cbe per le intersezióni delle cur- 
ve coniche col cerchio , necessarie alla determina- 
zione , e' compòsizione. de’ probleipi soiii/i io geoe- 
rele , .yeggònsi nel libro IV ^ de’ suoi Conici^ ed alle 
alue , cbe per abbondanza di scienza supplì ne’ ri- 
manenti quattro libri di sua propria escogitazione . 
K ciò sqIo basta a mostrare , "cbe i Conici di Eu- 
clide non avevatió raggiunta quella perfezione, per 
r ordioe, ed il nesso delle proposizioni , tanto am- 
mirata ne’ suoi Clementi . tampoco 1 ' acquista- 
rono per r opera aggiuntavi da Apollonio ^ sicché 
da’ geometii moderni ,.dopo il rinascimento della 
Geometria, potettero! medesimi ricevere ed aumen- 
to di verità, ed: un ordine diverso di queste , c di- 
mostrazioni ancor nuove , come dal /rum- 1 5 al 20 
della prècedepte storia sì è accennato : e ciò con 
vantaggio- della scienza, ed utilità de’ coltivatori di 
essa ..Nè tampoco altri geometri distinti , di tempi 
a nei più prossimi, si ristettero dall'esporre in nuo- 
va forma siffatte dottrine, e con loro lode, de’qua- 
h ale u po' se n’è indicato dal num. 37 al 39. 

, 30 . Stsindo così la faccenda, può ben conceder-, 
si ancora a nói , il dimostrare in 'nuova guisa ta- 
lune verità , 1’ aggiugnerne altre , non cbe variare 
alquanto in ordinarle , quando dal latto risulus- 
se una maggiore fàciltà, ed uniformità nelle dimo- 
strazioni . Ed invero quel principio si famoso del- 
la proporzióne armonica , che nelle opere degli ati- 

[U] Vi'Eg. il luogo della pritazIcDe di Apollonio riportato nel 11. lOi 
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ticbi beo ravvBivasi «iii "Coi ApoHoaio, • Se* 
reno si «raso pdr pretaloti «e’ior® lavori sol pre* 
sedie «rgomento, che roitablliBeaUi vi fa adoperato 
dall’ msigne Pascal io isviiappare tott* le proprietà: 
de’ Camici , di che ci A pervenufta disgraziatamea- 
te la -sola noliiia, e del quale anCor eoa vantaggb a- 
sarooo d Desargues, il Borelli, il de la Hire , ed al- 
triM,non ptfre ha questa volu guidati aacor noi ad 
^ indnrtterci io nuove proprietà delle curve coniche , 
delle quali v’ era bisogno per altre ricerdie ; ma ha 
dato a tutta la kwo teorica un nesso più stretto , «d- 
una grande iaciltà indimosarare 4 di che alcuna co- 
sa sarà dettò nelle note in fine del presente trattò- 
to, a solo oggetto di render ragione de’ cambiaiaentt 
più rimarchevoli da noi fatti, - \ . 

3^. Ma quello che più richiede\'asi era il portòìo 
la presente istituzione de’ Conici al grado) che esi-, 
gevano le tante nuove escogitazioni de’ tnodemiih 
pi'oldenii ad esse correlativi ^ principalmente d’ i- 
serizioni , e circoscrizioni posizionali di poligoni ad' 
esse ; e queste ricerche grandemente estesesi nelle* 
roani del dotto, c laborioso geometra Nicola Trudi , 
all’ occasione del programma da noi proposto nel 
1839, avevano confermata la necessità di rendere e- 
kmentari le sparse teoriche delle polari recipròche , 
e di convenevolmente estenderle. E principi! di que- 
sta importante dottrina ben ravvisavansi ne’ Conici 
di Apollonio : ma questo gran geòmetra , che ad al- 

(fflin} Si vi-gpa in fine dot Ira'.lato la nota al lemma (§ 76.) . 

(f.n} Vegg. il 0 . 18 , c le note corrisponde Dii 21 , od «. 


Dìgilized by Google 



ieU« Sezioni Coniente 


• X(.V» 


tro teneva rivolto il peasicrarj BelL'esteadece ta.sae<i>- 
za de Conici j. non cercò oltre produrli ^ ne taoipo- 
cp.se n’ erano occupati i geonoelri dellkritmnisGeor 
tnelria r e foma non picepl pregio^ dii nostra, scuci- 
la , eh’ essi comparissero feeoodaii in. taluni lavori, 
inediti della medesipia ^«he neppur potremnio-dire- 
a chi si appartenessero, trovandoli senza alcuna in>^ 
dicazione tra’ MSS^ del Pergola, da simontare-iìerò< 
all' epoca di circa il 1806. Ma pure-un-easoompor- 
laate di questa teorica trovavasi dal nosti» Scorzai 
rilevalo nel 5.7 del.///' o^puscolo della caecoltai pub- 
blicata nel 1 8 lo^È vero che un talcaso>riguacdavai 
il cerchio t ina ognun sa, che sia £iciie 11 esleadere- 
a)le curve coniche ‘ia generale le propeietàii di que- 
sto, quando i a esse pon eoncorrano cpfidiziwiu ax>;. 
golari e però non trovando noi nsata.daa!ti Lla>|teo— 
rica del/e polari reciprucìie prima dot 1810, ijuao- 
do furono pubblicatiquegli C77urcp£i' , poteemo eoa 
buona ' ragione credere , che ne avessimo data la 
spinta a trattarla . Ed ora ei gode l’ animo io vede* 
re, che , ritornata essa in nostra scuola, compari- 
sca per la prima volta elementarmente e^oHa nelle 
istituzioni de’ Conici M. 

38 .Avevamo fin dall’ «dizione del 1 8 i8 aggiunto 
un libro (il quarto del trattato ) distinto in treca- 
pitoli, l’uno delle intersezioni delle curve coniche ^ 
. ■ • 

( 00 ). Vegga»! la nota alt» iKop. 15. lib. 1. Ma un Ule argomento ai 
vedri con iapecialità , ed eatonaiono trattato nella parte II. dell 
centionr jtomelricg, • • ' ^ . 
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tra loro , o col cerchio ; il secondo knlla curvatura 
di esse-, e finalmente il terzo sulla descrizione deHo 
medesime : materia la prima, e terza di grande im- 
portanza per la determinazione, e composizione de’ 
problemi solidi . Ma questa volta ancor le indica- 
te materie hanno cambialo di estensione, e di for- 
ma ; e si vedrà di quanta utilità sia riescila 1 ’ ap- 
plicazione di quel principio stesso della divisione ar- 
monica di cui si è precedentemente ragionato . 

3 g. L’argomento della curvatura delle sezioni co- 
niche , il quale nelle precedenti edizioni limitavasl 
ad una definizione, e ad un teorema , 1’ è pur que- 
sta volta diventato , un compiuto trattato delle-o- 
iciilazioni deWc curve , specialmente poi rivolto alle 
coniche ; e di esso i principii vi sono con tanta 
chiarezza dedotti dalle precedenti dottrine sulle in- 
tersezioni, da togliere ogni eqnivoco, nel quale fu- 
rono anche indotti geometri distintissimi. E da que- 
sta trattazione potrà vedersi qual potere abbia la 
Geometria, quando siasene fatto studio conveniente. 

4ò. A tutte le già dette dottrine abbiamo premes- 
sa quella della similitudine, e.òeWuguagliamade\~ 
le curve coniche , la quale non' fu tralasciata da A- 
pollonio, oda altri geometri disiinll,ché de Conici, 
si occuparono 5 e che omessa finora in altre islitn- 
*foni, obbligava talvolta , o a riscontrarla in qual- 
che classico libro, o ad assumere come principii no- 
ti i CHI alteri permessa, quando occorreva farne uso. 

4 I .Ma aucqr queste. dottrine veggoosi oltre i li- 
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miti già segnativi prodolteV ®‘ co® flesso elemeniar» 
esposte. E però questo libro IV del presente tratUto 
può giudicarsi , perla più parte, nuqvo nella ecìéii*' 
za de’ Conici , e di grande importanza nella mede^ 
slma , per riescire in ricerchè difficili che la riguar- 
dano , come non mancherefno d’ indicare nelle no- 
1e corrispondenti, in fine del volume , e’I compro- 
veremo nelle applicazioni, che all’uopo no verranno 
fatte. E riescirà certahfientc assai grato a’ cultori deir 
la Geonjetria il Vedére , come questa abbia saputo 
da se sola dischiuderei più reconditi penetrali delle 
più astruse ricerche sulle curve- coniche, e con tanta 
faciltà , ed eleganza , quanta dall* Anali» moderna 
non si otterrebbe^ il che potrà servire a rendere ac» 
corto chi, non conoscendo le forze di'qnella,-9Ì è in- 
consideratamente indotto a giudicarne a suo modo, 
confermando cosi il cànone logico di Giac.Bernoul- 
li , che : Errores hominum plctumque oriuntur} 
non tam ex eo quod male ratiocineniur, qiMtn quod 
male jucUcent de rehìisnoH esndenter perspeetù , > 

4i. Qualche piccola modificazione ha pur ricevuto 
Il librò V , che è compimento alle doUriiJe etemen- 
tóri de’ primi tre , esponendovisi la misura delle 
Curve coniche, e de'solidi da esse generati^ ed abbia- 
mo ancor cercato, per tali dottrine, stabilit'e la più 
stretta corrispondenza tra i presente trattalo, el’al-» 
Irò delle sezioni coniche analitiche del nostro Per- 
gola , in cui , allorché si dovrà ristampare per la 
quarta volta, non tralasceremo di aggiùgnere quaa« 
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io bisogna per uoiforiaarlo al presecrte tralUto geo* 
metrico I. : . , I ■ , , 

- > 43 . Le note poc’anzi acQennate , non aono questa 
volta sólamente. dirette a rischiarare talune dottri> 
n«, a pur qualche pania storico che le riguardi : ma 
ancora ad estenderle» ove rabbiamo creduto conve- 
niente» ed aggittgnerne altre meno elementari •, onde 
ne risultarne un trattato de’ Conici lo più compia* 
io di quanti ve n’erano » e da non lasciar cosa al* 
cuna a dmiderare in argomento che ne dipenda . 

44- L’andamento tenuto prova a bastanza» non 
peoMr net afiatto » che ancor la Geometria stessa 
debba rimanersi stazionarla neH’iasegnamentor essa 
dee beo seguire gli sviluppi ulteriori » che le men- 
ti acute de’ suoi coltivatori le saprau dare j e lad- 
dove una qualche nuova dottrina possa riescire u- 
tile, profittarne rendendola elenrentare. Ma ciò non 
richiede, che si ripigli tutto da capo, e che si stor- 
pi il beo fatto » per inserirvi ogni nuova cosa ». la 
quale » se anche voglia supporsi tanto importante» 
da non doverla trasandare negli Elementi , potrà 
o recarsi per supplimeoto in luogo opportuno , o 
serbarla in fine del trattato, o ancora apporla come 
lemma alla ricerca ove occorre. Questo sistema noi 
troviamo praticato da’ nòstri saggi maestri greci » 
che in esattezza , e rigore in ben istituire andarono 
assai più iudauzi dì noi . Certamente die Apollo- 
nio'Uon stacciò di difetto il modo di esposizione te- 
nuto. negli EUm enti , Euclidei » ; perchè ebbe biso- 
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gno nd’sQot Conici di nolte verità, che in qadli dòn 
ridvenivandi } riè % diede a cambiarli daxapa y 
spettandone rorditiej ibtieGSo ,’^’! rigore ammira- 
bile', die in altromodo di fformarideli ben intende- 
va non poter conseguire. Egli al Msogno diliradv* 
verità geometriche le assonse come ^mraij X'lò* 
stesso fecero altri geometri greci, non escluso Eit- 
dide ne’ suoi libri de’ Pòrismi , come ben rilevasi' 
dalle Collezioni malematiche di Pappo. Cosi pure 
si regolarcmo i geometri moderni, a’qoali non man- 
cava scienza, e giudizio ^ e quest’ottima norma dee 
seguirsi da chi cerca produrre , a dì d’oggi libri e'-i 
lementari , per vantaggiare!’ istituzione dellaigio- 
ventà.' Laddove però quella strettezza di- nesso ele> 
montare non si ravvisi , e così avviene, come di so- 
pra è stato detto, degli Elementi de’Coriic/,ci abbia- 
mo permesso l’ inserimento di nuove verità, quandq 
queste non si rhnaoevanò senza applicazione negK E* 
lementi stessi, e potevano simplifieare qualche ricer- 
ca, o renderla più generale : ebe questa èia sufne- 
roa legge imposta a chi compila òpere di simH fetta; 

45X1! rimane ancora a dine alcuna cosa sntt’iase- 
gnamento delle dottrine coniche, ton qual metodo, 
cioè, esso debba venir fatto, mentre veggonsene gii 
indicati due distinti nella precedente Storia (n.^.^l 
Al qual proposito cóBvien riflettere, che le ddttrìne 
Ae' Conici sono di pura Geometria, e iosdémentaK 
per una classe di problemi geometrici, e che' forma- 
vano compimento d’ istituzione in qnella scienza 



J4I Sh>tw 

■«Ile scuole greche \ e però convieoe di' essfe così 
pure si tranaandino alla ‘gioveutù mateuiaiica a teiu-, 
pi nosui. Sarebbe »n grao male il darle ad iqtende- 
se, cambiaodo inelodo» che le forze di quella sieuo 
imbecilli a discutere le proprietà di queste figure , 
eli’essa poi deve cootinuamente adoperare, del qual 
errore v’ha più. d’uno, a di d oggi, che si faccia vau- 
toin profferirlo. Oltre di che, se gli artifizi di com- 
posizione de’ problemi solidi non possono essere che 
geometrici ( e notisi che fin qui la scienza de geo- 
metri moderni è giunta ) j perchè interromperne' 
il cammino nella ricerca delle proprietà di queste 
eurve? Ma vogliamo ancora', che si noti esser la 
scienza geometrica apprèsa negli EUmenti assai ri- 
stretta > e limitata , da non poter dare alle menti de’ 
principianti quello sviluppo, di cui hanno bisogno 
per consolidarsi nella Geometria j e che vi occorra 
un continuoappHcar , delle verità in quelli apprese,- 
ed in diverso' modo combinarle, per iscoprirne altre, 
che ne guidino amuove ricerche, principalmente p- 
sande delle evoluzioni di ragioni ,;e della simibtur 
dine, de triangoli-! nè potersi ciò. maglio consegni- 
la,, «bie, Oontiqpapdo , l’- istiuizione geometrica pel' 
l’ apprendere Je,doAlrinje de’ Contei : le quali cose 
ben intende chi sia stato in questo modo educato 
nella Geometria , e sia avvezzo a così tramandarla 
à‘ giovani . E possiamo senza ritegno asserire , che 
1’ incespicare, che or si ravvisa nella gioventù , ne’ 
ragionamenti jgeomouici , sia in gran parte dovuto 
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ad averle fatto abbaodonare le vie della Geometria, 
dopo averne appena delibati gli Elementi . Ed à 
per tal riguardo, che il dolio Torelli diceva, nella 
prefazione al ano Archimede : Qui analysin statim 
an^plectitur , quod plerumque fil , poslhabita syn^ 
ihesi , fmt neglecta , idem facil alqne ille , qui la- 
hyrinihum sine filo ingreditur, ac se variis viarum 
fiexibus implicai nulliun exitum habituris. 

^6'. Dal fin qui detto, non dee però dedursi, che 
non debbasi la gioventù attuale ancor guidare per 
le vie , che ne offre il metodo indiretto , di cui è 
stato accennato nel n.33 ; dal quale combinaniciito 
essa non solo ricaverà il vantaggio d' istruirsi del 
modo di adoprare F analisi algebrica nelle ricerche 
geometriche j ma ancora ne trarrà argomento in far 
riposare il suo animo su i risnltamenti di questo ef- 
ficacissimo metodo, che per mezzo di aritmetici svi- 
luppi guida a conseguenze geometriche . 

47 . Questo è il sistema d’ insegnamento sempre 
tenuto in istituir la gioventù nella nostra scuola , e 
mediante ri quale sonosi, per ben settant’ anni , a- 
vuti lutti que’ distinti soggetti , che F hanno sì ben 
sostenuta , ed ancor la sostengono ; ed a’ quali de- 
vesi la conservazione de’ buoni studi geometrici , e 
quella buona piega , che veggonsi ora ripigliare an- 
che altrove . Questa è la sicura via , che la ragione 
stessa ci addita , e che però raccomandiamo a’ ddi- 
genli istitutori moderni . Nè seguendola i medesimi 
detrarranno alla brevità del corso d’insegnamento 

g 
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gcomeltlco, condiislone, non ben messa a calco» 
k»,il rende ora difettoso; anai la favorirà grandemen- 
te : poiché il cammino geometrico posato, e piano, 
rischiarerà , e preparerà la strada ad intendere quel- 
le verità ,che per altro sentiero apparentemente più 
breve X'oglionsi percepire. Ed è cosa pur troppo no- 
ta la via più breve non esser già quella ove la lun- 
ghezza ne sembri più corta, ma bensì ove meno osta- 
coli ne attraversino il cammino : Cum breve nihil 
dici deheal , quod sme explicatione aliqua intelligi 
nequit , et minus perspicue traditur ; così il testé 
citato Torelli . ' ’ 

48. Zd a questo proposito, per istabilire sempre* 
più un’uniformità, e corrispondenza tra le dottrine 
’ sulle curve coniche, trattate con ciascuno de’dueme- 
lodi; poiché il metodo inverso sopraddetto ha il van- 
taggio, includendole tulle in una stessa erjuazione, 
o formola generale, di mostrarne così evidentemente 
la loro uniformità di natura , a conseguire lo stesso 
scopo trattandole col metodo geometrico, abbiamo 
recato, in uri appendice a’ primi tre libri, in cui le 
proprietà principali di tali curve espongonsi, un /sro- 
spelto di corrispondènza delle proprietà stesse nelle 
curve diverse, dal quale ben rilevasi la loro utiifor- 
milà di natura, o perchè quelle sono a dirittura le 
stesse, o perchè con leggiera modifìcazione, di sem- 
]ilice rapporto, può passarsi dall’una airailra.ln ciò, 
tlohbiam dirlo, gode un vantaggio il metodo inverso. 
Wa d'altra j)arte inculchiamo a coloro, che di un tal 
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metodo si preval]goao in decìferar le proprietà di es* 
se curve, di non tralasciarne alcuna dulie importan- 
ti, che col metodo diretto veggonsi da noi esposte^ 
49. Del rimanente, noi non intendiamo , che di 
tutto questo trattato su’ Coniti debbasene fare una 
istitazione elementare -, bastando per tale oggetto i 
primi tre libri, ed il quinto, da’ quali potranno an- 
che, gli accorti, e giudiziosi precettori, sottrarre un 
numero di proposizioni, che troveranno abbondan- 
ti pel loro oggetto. Abbiamo però voluto mostrare 
fin dove debba, al presente, giugnere la scienza de’ 
Coniti f per esser compiuta ^ e prepararci il mate- 
riale necessario pe’ trattati dell' invenzione geome- 
trica , e per le ricerche le quali saranno esposte ne- 
gli Opuscoli , che dovremo pubblicare . Abbiamo 
ancora cercato porre in tutto il loro aspetto le fòr- 
ze di quella Geometria , per la quale , se fin dal 
passato secolo altamente dolevasi il Simson di ve- 
derla inculla , et neglecla , ond’ è , che , a ridur- 
la ad pristinam «xpijStiay et perspicuitatem , elaborò 
il suo dottissimo trattato delle Sectiones conicae , 
comparisse ora , ebe quel male ha prese più radi- 
ci ancor, bastante in deciferare quelle ailezioni di 
queste curve , che sembravano sol dei dominio del- 
V Analisi sublime . E ripeteremo dopo ciò sempre, 
che questi due metodi debbono procedere a passi 
uguali nella buona istituzione geometrica, se vuoi- 
si da essa ricavare tutto quel frullo, che ciascatio se 
Be promette , per confermar la mente all’ in\ en 7 Ìo- 
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De , ed al discernimento de’ metodi , che sono tutti 
della stessa importanza, quando sappiansi conveae- 
volmente adoperare , 

5o. Finalmente dobbiamo protestarci con coloro 
cui verrà alle mani la presente edizione di questo 
trattato , che a malgrado la nostra grandissima at> 
tenzione in farlo riescire corretto ^ pure l’ ignoranza 
crassa attuale de’ nostri tipografi , e ’l poco amor 
proprio , eh’ essi hanno per quest’ arte distintissi-, 
ma, ed ancora le nostre distrazioni, e la debolezza 
degli occhi defatigati da lungo esercizio in corre-» 
zioni di stampa , coi ai è aggiunto pure L’altro gra* 
\issimo ioconveniente di non aver talvolta avuto 
presenti le figure ben disegnate , ha fitUo scorrerà 
nella stampa alcuni errori , de’ quali daremo qui 
appresso corretti i principali « 

«s 


Digilized by Google 


LVU 


ERRàTA t ED ADDIZIONL 


JVw. Tir e. 9 
TU 21 

Txxii 33 
Lxy 22 

LXVI 

11 2 

16 


fifj 


48 

49 

52 

53 
55 


€0 

70 


2 

19 

29 

8 

82 

24 

4 

7 
15 
3 6 
12 


È nidi ■ ^fftnidi 

atrio . ■ «iJiiio 

da . 

par tutte le curve contc5é delt» paiTlwla 
hopo Nota , li aoaiunga — e ai riscontri ancora l'altra a’ 
, «§.196 e 316 

AP AT 

A dichiarare V enunciarione delle prpp .S.por., 4.W/., c 5 
iperb. qui angiugniamo . che 11 guairilineo com'tpondfn- 
t« al punto preso nel perimetro di una di tali cnrve vieo 
costituito dal diametro , dalla tanRente verticale, dall' or- 
dinata per quel punto , e ( nella parabola) dalla parallela 
al diametro tiratagli dal contatto I alerale ( nell' ellisse , o 
iperbole ) dalla congiongenle un tal contatto col centro. 
Che però in quella il quadrilineo risulta parallelogram- 
mo . io questo trapeaio. 

dalla curva , o dalla 
CS 

PTBA 
GD 

[Aj.5.] 

cosi continuare in appresso 


dalla 
GS 

PDBA 

CD 

<?•] 

def. 3 deve esser 2 , e 
per le altre. 

Ungente 
tri 
dal 


106 19 iscritto in 


Ungenti 
liri 
del 

Il 4 eorrispondmls aUa figura deve enere B 
§. 83 , eorr. §, 84 , a n continui con agjiugnert — e Sup- 
plirvi ciò che dal §. 85 al 90 ò ivi anche dello 


descritto tra 


109 

15-16 

ai centri 

al centro 

117 

24-25 de' detti semidiaiiietri eoo- 

co' semidiametri coniugali 



tuga ti 

CA , CB 

119 

17 

181 e 182 

«S. 179 e 181 

156 

14 


PRXPN 

163 

23 

due 

a due 

164 

27 

RF 

EF 

172 

13 

( 359) 

(357) 

191 

26 

sezione 

seziono conica 

.192 


Gli tcolii di «HifoC,s degli edtri 451,ed54 seno 





195 

24 

LQ 

per maggior chiarezza ti ten- 




ga presente la tsota ap.lSX , 

“ 



ove dichiarati il punto L 

200 

17 

£G — • toQ^ungait tangente ia G 

216 

«il. 

0 1 iperbole è tuptr/luo 


221 

«II. 

[fig.641 

F 

222 

23 

[fig.65] 

[fig.64l 


Digitized by Googlc 



hyiu 


NOTE. 


A^.viii 

XTI 

STll 

STIII 

XX 

XXI 

XxUi 

XXIT 


t.uìt, 

33 

k, 

10 

25 

33 

31 

10 


{(esoeati altri teoremi — il segaeQte altro teorema 

8.00 §.105 

(88. i23 a ÌS$ ) , td alia vrop. V. — ed alla pnp. 

l§§.iss,4iief 

§§•116 , , S§ «5 

^uadHiatero tmpfkt basta quadrilatero 
curva a ««nlro cjtrca conica a cantra 






252 


r. 


I 




Digilized by Google 


ut 


INDICE 

DELLE PRINCIPALI MATERIE CONTENtTTB 
NEL PRESENTE TRATTATO. 

»■»■ »* »» < ■*« ■' ■ 

Storia delle sezioni comehe. 

f 

la Mìema de'cooici, il per le pfoprieti di tali curre , ehe 
per r aio , eiiere itala ben compreii , e prodotta iauaotl 
«alte Macie greche. N.t 

Ariateo letiiore è il prioio , che la iloria ci presenta come 
ordinatore della sdenta de' Cornei , e dell' altra de' Luoghi 
studi. fi 

Noteiuir epoca In cui risse Ariileo; e che esio fu eSètti' , 
ramente od fiioiofo platonico ( f , e b J . 

JUra sulie opere analitiche degli antichi . Quali di esse e- 
aislenli , quali perdute ; o principali resUiucioni fatte da’ mo- 
derni di alcune di queste (dj . 

Cenno biografico di Apollonio Fergeo ; ed esame critico del 
plagio di cui impulollo Eraclio , scrittore della ritadi Archi- 
mede . pe' primi quattro libri de' Conica. S 

Note 6 , e. 

De' due principali metodi co’ quali possonsi rilerare le pro- 
prietà delle lezioni coniche ; e della preralenia della genesi 
per set iooe in quello geometrico. 6 — 7 

Note 7 , e d. 

Come fosse limitata la genesi per sezione prima di Apollo- 
nio ; e come da questo geometra resa generale . Quindi come 
renissero denominate tali curve prima di lui , e poi da lui . 8— 9 

Note 17 , ed a. 

Esposizione degli Vili. libri Conteorum di Apollonio , de- 
sunta dalla sua letleia con coi indrizzavili ad Eudemo. 10 
Nota indicante la ragione per la quale il Pergola sop- 
presse , nella seconda edizione de' suoi Conici, il problema 
delle gvallro rette .che aveva recato nella prima. 

Comentatori greci de' Conici di Apollonio , Pappo , cioè , 

Ippazia , Sereno , ed Eotocio . Comentatori arabi ; e tradut- 
tori de' primi quattro libri di casi òel secolo XVJ. 1 1 

Naia 13, h , ti. 


Digllized’by Google 




indici 


Manrolico i il primo a lenlaro la reitiliuione de' libri V, 
e VI. de' Conici di Apollonio , — Viriaoi intraprende ancor 
egli la realilutiooe del libro V. , e vi riesce egregiamente . 

— Rinvenimento de’ libri V , VI , e VII. de’ Conici tradotti 
in arabo ; e loro versione Ialina fatta da Abramo Ecchellen- 
ae , assistito da Gian-Alfunso Borelli. , 12— 13 

Note »■ , 15, 16. 

Della superba edizione de' Conici di Apollonio par cara di 
Halley ; e della costui restituzione del libro Vili** , ben diver* 
ta da' due libri de leclione ratiouù . lA 

Note k , l , m. 

Riforma operata da' geometri moderni de' Conici di Apol- 
lonio ; Claudio Midorgio cambia il nomo di lato retto in quel- ’ 
lo di poi omelro , cborposteriormente è stato ritenuto. 15 

Note 17, n, o, 18 , p. ' ' ' 

Gregorio da S. Vincenzo arricchisce di nuove verità la 
scienza de Conici , e merita però gli elogi del I.eiboitz . E- 
gli non pertanto profittò de’ lavori del Maurolico. 18 

Note 19 , e g. ■ ' ■ 

Di quello che opèrarobo su’ Conici Giov.Witt, de la Hirc', 

Pascal , Desargues , Borelli — Del principio della divisione 
armonica adoperatovi dal Pascal , ed adottato da altri . 17— 18 

Hate SO, r, 21, t. 

L' Ugenio risolve nitidamente alcuni problemi eoi idi , e'^ '' 

tratta elegantemente delle dimensioni delle curve coniche , e 
delle loro evolute ; cd il Newton risolve alquanti diflicili pre- 
Mcmi sulle sezioni coniche ; ed a suo modo il problema delle 
guallro rette . _ ' 19 

Note 32, t, 33, Si, u. 

Lorenzo Lorenzini pubblica una delle sei eierciMzioni da 
Ini composte ne' 20. anni , che stette in prigione, la quale ri- ' 
guarda le sezioni coniche , e le cilindriche , cd i solidi da es-^ 
se generali. 20 

Note X , SS, y. 

Indicazione de' melodi de' /imiti, dcgl'indicijiòili , e delle 
prime , ed ultime ragioni. 21— 26 

Note corrirpondenti. 

Di alcune più distinte istituzioni de' moderni su' Conici, e 
come fatte. 27— 29 

Note corrispondenti. 

Del metodo Cartesiano in trattar di tali curva , e del modo 
come vengano le lineo classiGcalu in diversi ordini . 30 


Digitizod dv Go<\qle 


indice 


LXI 

Noti II • 

Del trattato analitico delle curve coniche del de l'Hopital, 
e di quello del Pergola pubblicato la prima volta nel 1814. 31 e 

Nota ki. 

Leggi del outodo twceno per trattare i Conici . 33 

Aggiunzione, alla precedente storia. , 

Che la dottrina da’ Conici non abbia nò prima di Apollo* 
dìo , nè da costui , nè presso de’ moderni potuto razgiupnere 
lo stesso grado di perrezione , che gli Elementi Eaclidei ; e 
però , che non debba stimarsi opera vana , corno per questi 
avviene , il cercare di darvi altro ordinamento , e stabilirne 
le teoriche su di altri principi!. 34— 36 

Che r isliluzione ne' Conici convenga al presente esten- 
derla al segno da render facile l’ intelligenza di molte ricerche 
de' moderni , che li riguardano , e porre i giovani matema- 
tici nel caso di risolvere taluni problemi , che da dottrine co* 

Diche dipendono | specialmente per quello delle polari reci- 
proche, i princìpii delle quali ravvisavansi già in Apollonio, 
e furono , fin da primi anni del corrente secolo , cominciati 
a sviluppare in nostra scuola. 3T 

Del contenuto nel quarto libro del presente trattato; e del- 
]' estensione data a' diversi argomenti , che vi si espongono . 38 — 41 
Di ciò che vedesi operato nel lib. V. intorno la mitiira del- ~ 
le curve coniche , e de' solidi da esse generati ; e della stretta 
corrispondenza , che si ò corcato porre tra 'I presentò tratta- 
to geometrico , e l' altro analitico delle curve coniche . 42 

Scopo cui mirano le note in fino del tratlato. 43 

Che la Geometria non debba limanersi stazionaria a' giorni 
d'oggi; dovendo seguire gli sviluppi ulteriori , che gli operosi 
geometri moderni lo sapran darò : ina che ciò non importi 


lo storpiarne gli £7cmciiti . 44 

Del modo come convenga regolare l' insegnamento delle 
Sezioni Coniche , comprovato da' buoni risultamenti costan- 
temente ottenuti in nostra scuola . 45— 47 

A quale scopo miri l ' appendice a' tre primi libri del presen- 
te trattato ; o perchè siasi stimata necessaria . 48 

Dell' altra appendice , in fino dell' intero trattato . 49 

Como debbano i professori valersi di esso per l' istituzione 
de' gioTani . 50 

h’ 


Digitized by Google 



Lxn 


indice 


PeE?IO« 0!«I Sl'LLB CUEVB CONICHE. 


'Ocnesi generale del cono ; diatiniione di c9*o in retto , e 
«aleno . — Che la congiungenlo due punti in direiione col 
vertice cada nella superficie conica ; e nel caso contrario ca- 

•da dentro il cono. SS' ® 

Diversi modi di poter segare il cono con un piano . Seiio- 
ni che oe «ascono , e come denominale . Principali cose a 
considerare- ili tali seiioni. 2* 

Proprieli tondamenUli per la dottrina de" Conici , ed altro 


definìeioai . 

NoU • al S- iO ; altra a' §§. Si. S5, 27 . 

Teorema localo escogitato dal Pergola, dal quale risultano 
wiBonnemenle dedotte le proprietà principali delle curvo 
cooìchj, esi ha l’ aasegnaiione del parametro per un diame- 
tro qualunque. 30, e 83 

NoU al §. 30. 

Si dimostra dalla genesi stessa , che una qualunque retta 
tirata nel piano di una curva conica non posta incontrarla 
in più di due punti . 3^ 

Nota . 


LIBRO I. — Della Pababola. 

Caf. I. — De' diametri della parabola. 

Il quadralo dtUa semiordinala a gualunqut dirmtiro i u- 
qqalt al rettangolo del! atciisa corritpondent» nel parametro. ' . 

£J i quadrali delle semiordinale tono coma le ateitte corri-, 
tpondenii . 38,49,52 

Nota al §. SS, 

Definizione della tangente di una sezione conica , fatta a- 
nalogamentea quella di Euclide pel cerchio. 40 
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Produeendo un diametro della parabola oltre il vertiee, fm- 
rhè luparie prodotta pareggi l ateista corrispondente in etto 
diametro all ordinata condottale per «n dato punto , li aerd 
la sDltangente per tal punto. 

E t angolo dal contatto parabolieo non è divisibile per una 
retta . 41— 54 

* Quella note tono alla fine del volume . 
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Lt Jut rtUi, ck« da un punto della paraboleil Urino paral- 
lele riepelUvamenle alla tangente verticale , e ad una latera- 
le , incontrando il diametro primitivo , coitituiicono un trian- 
golo uguale al eorritpondenle quadrilatero compreto dalC or- 
dinata a quel diametro , per quel punto , da' diametri pe' con- 
tatti , e dalla tangente verticale i ki 

Tutt' i diametri della parabola tono paralleli tm laro , e 
bisecano tulle le parallele alla tangente pel loro vertice . iS, e iS- 
E però : tl punto di contatto di una tangente , ed i punti 
meda delle corde parallele tono in linea retta , E it avrà il 
diametro per un dato punto , congiugnendo questo col punto 
medio di ima corda paraUda alla tangente per quel punto. 

£ dall' una , o V altra di Uli verità si potrà dedurre fàcil- 
mente il modo di assegnar T aaso di uoa data paralrota . 

La regolatrice di ogni diametro ai ha siinHmoota ch»<|uei- 
la pel primitivo , e similmeoto ancora il parametro . 50, e 51 

Jl parametro di qualunque diametro supera quello dett as- 
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tice di quei diametro, 56 
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ancora per lo altre curve conicho . 58 — 59> 
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plori , passerà pel concorso delle tangenti tal curva negli e- 
stremi di quella corda. 6^. 

Intersegandosi netta parabola due corde dentro , o fuori di 
essa ; i rettangoli de’ toro segmenti, tra la curva e I punto ad 
esse comune, tono proporzionali a’ parametri de' diametri di 
cui quelle sono ordinale , SS. 

Jl quadrato della tangente . che da un punto fuori la pa- 
rabola tirasi alla curva , sta al rettangolo di' segmenti di 
una gualunque segante , come il parametro del diametro pel 
eonlallo , a quella del diametro cui i oidinata la parli in- 
terna della segante. 66 

Ed i quadrati delle due tangenti , che da un } unto psi^ 
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ri la parabola tiranti ai tua tono come i parametri de' 
diametri pe' rispellid contatti. 

DeBDizioni della proporzione armonica, e di ana retta divi- 
aa armonicamente. 

Nola. 

Conduceudoti alla parabola , da vn punto al di fuori , U 
due tangenti , ed una gualungue tegante , chenontia diame~ 
Irò ; tari guetta divita armonicamente dalla curva , e dalla 
retta fra' contatti. 

E la retta , che da un punto della parabola ti tira al 
punto medio della retta fra contatti , e producesi fino alla 
parallela tirata a guesta dal concorso delle tangenti , i pu- 
re armonicamente divisa ne' guattro punti , che risultano in 
essa segnati . 

Pcliiiizione delle retto armonicalù 

E che ; Tirando tra esse uno guuluttgue trasrertale rimane 
guesta armonicamente divisa. 

Coi:segucnia , che se ne trae per assegnare la quarta ar- 
monicale, 

Nolo corrispondenti , nelle quali espongonsi altri modi per 
la stessa ricerca ; ed altro ricerche analoghe. 

Inoltre , cho : Se due arenonicali alterne tieno ad angolo 
retto ; le altre due dovranno inclinarsi ugualmente a ciascu- 
na di gueste. 

Conducetido alla parabola , da ut» punto al di fuori, le 
due tangenti , t due seganti ; le congiungenti le intersezione 
superiori , e le inferiori dovranno o esser parallele alla retta 
fra contatti, o concorrer con essa in un medesimo punto. 

Nota. 

Le congiungenti trasrersalmente gue' punti tC intereeziosì* 
dovranno jnire iniersegarsi sulla retta fra' contatti. 

Tirando da un;>unlo fuori la parabola le due laesgenti ades- 
so , ed una gualungue segante ; la congiungente i contatti do- 
vrà concorrere in uno stesso punto con le tangenti per le iss- 
lersezioni. 

Nola . 

/ concorsi delle tangenti tirate, per gli estremi delie seganti 
una parabola, che passino per uno stesso punto, dentro, o fuori 
di essa , sono allogati in una retta data di posizione . 

Nola al §.S^. 
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DefiDÌ*ione del polo , e delle pofaro ; cd applica*i<»e di e»- 
«alla paratolo. 86-8» 

Ch$ tulle h ttganli la parabola , eh» pattano permmtdt- 
timo punto, sono armonicamente ditite dalla curva , nel pun- 
to , t dalla costui polare. 89 

Che ciascuno de’ punti d’incontro de lati opposti , o delle 
diagonali di un guadrilatero iscritto in una parabola è polo 
delta retta, che unisce gli altri due. 90 

I\ola corrfepondf nte a’ §§.da 83 a 90, in cui «i dà ona teo- 
rica alibreviala de>oli , e delle polari coniche ; e ai espongono 
imporlniili lioreftii , clic- ininu'diatamenle ne derivano . 

^uovp le(*rciitB frulla parabola, dai quale ai ha un altro fa- 
cil Diodo di coiuUitle la tangente per un punto in casa ; e si 
risolve il problenia di ; .4sM$m(rN< «« diametro, am Atto anr. 
jo/o delle eoo) (finale , dato un gualVngW «llr* dùunetro, o pe- 
rù il suo parametro , e 'I corrispondente angolo delle coordinale. 

Modificazione di Ul problema nei caso, che il diametro da- 
to sia r asse. ^ 

Note a’ §§• 9i , e 93 , 94. 

Gap. III. — De’ fuochi della parabola . 

Definizione del fuoco , del punto , c delia linea di tuNir 
miti , per tutte le curve coniche ; e conseguenze imme- 
diate da esse . 93- 99 

Note a' §§. 96 e 97, 98 0 E si tenga presente la Nota 
a) §. Ì76. eli. 

Definizione del ramo , detto ancora inclinata , o raggio 
vettore. . iOO 

Nella parabola, la tangente per nn punto , itramo, la nor-, 
mate , e ’l diametro eorritpondenti tono quattro rette armoni-, 
cali . — D’ onde risulta , che : La tangente i inclina egual- , 
mente al ramo ed al diametro ; ed ogni ramo i la guarta parte 
delparameirodel diametro corrispondente al tuo estremo., 102 — 10» 

Nola al §. 102. 

Ciascun ramo è quanto la distanza del tuo estremo dalla li- 
nea di sublimità; ed ancora guanto T ordinata pel tuo estremo 
prodotta fino alla tangente pel punto di eublimità . — E però 
che; etto accresciuto della distanza del tuo estremo da una sot- 
iopotla ordinata alfatee, è sempre di una costante grandezza. 103,e 106 
Nola al §. 103. 

C onducendo ad un punto della parabola il ramo, i la norma- 
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U , t dair tstremo di gunta, ck'J «<tf aue , tirala h perpen- 
dicolarr al ramo ; $> n< auinderà , ««no il eonlaUo, ima par- 
ti guanto U nmiparamtroprincipah. 107 

Nota . 

La tangenti la parabola nel terlice principale i il luogo di 
toneorti dilli perpindicolari tirati dal [uoto alle tangenti la- 
terali . 108 

Condutendo a due punti della parabola le tangenti, ed i ra- 
mi ; r angolo da guati comprtto «ari bilicalo dalla eongiun- 
gente il fuoco col concono delle tangenti. 108 

Quindi : La congiungente il fuoco col eoncorto delle tan- 
genti per gli atremi di una corda tirala per euo i a guato 
perpendicolare. 118 

E t angolo comprilo da due rami i doppio dt guello chi 
comprendono le tangenti pi loro eelremi. Ut 

Inoltre : U vertice dell angolo comprao dalle due tangenti 
h parabola , negli atremi di una corda condotta pel fuoco , 
dee cadere nella linea di lublimild . 112 

LIBRO IL— Dkll' ellisse. 

Gap. 1. — De’ diametri dell’ ellisse geccralmenle 
eoDsìderali . 

Il guadralo della lemiordinata a gualungue diametro deb- 
l'elliiieila al rettangolo delle ateitee da entrambi i vertici ^ 
come il parametro al diametro. 

Ed i quadrati delle temionlinate tono tra loro come i ret- 
tangoli eorritpondenti delle ateiue da' due vertici. 118;13L134 

Nota al §. iSl. 

Producendo C ateitta dal centro, in un diametro delf ellittè, 
al di là del terlice , finchi ti abbia una retta terza proporzio- 
nale dopo guelC ateitta, e ’l temidiameiro eorritpondenle ; tal 
retta, minorata dalCatcitta dal centro, toni la sòllangenle cor- 
rispondente aUitttremo di guella temionlinata,ch'i nella curva. 

E l’angolo del contatto ellittico non ì divitibile per una rr((a.ll8,e 13S 
Un diametro prodotto infino alla tangente, rimane dicito ar- 
monicamente dalla curva , e dalla temiordinata pel contatto. 120,e 137 
Ogni corda dell' etliite, che patta pel centro, i diametro. Le 
tangenti l' ellitte ne' tuoi eitremi tono parallele fra loro. 

Eie corde a guitte paralklf tono bitecate da quel diametro ,122, o 126 
Nota al §. /2ff. 
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E però : Il emiro ddt tUUu, i eontatti di due tangenti pa- 
raìlele , ed t pun(» medii delle corde tirale nella curva pa- 
rallele a gueete tangenti, tono in una linea retta . Oiuf ò che 
da due di e«ai punti che tien dati pud aaaegnarsi il terzo . 128, e 129 
Quindi rilevui come ai poaaa tirare all'eUiase una tangen- 
te parallela ad una data corda . . 130 

Nola . 

Le due rette condotte da un punto deW àlitte , parallUe 
riepetticamente ad una tangente verticale , per un diametro, 
e ad un’ altra laterale, comprendono col diametro un Irì- 
angolo uguale tU guadrilatero corrùpondente a quel punto . 123—125 
Nota al §. /SS. 

La regolatrice per un qualunque diametro dell' ellieae si 
assegna similmente , che pel primitivo ;• e similmente il pa- 
rametro . ' 132, e 133 

Un qualunque diametro delt ellitte incontrando una di lei 
tangente deve reitar divito armonicamente dalla curva, e dalla 
retta Ira' contatti, 137 

E però : Proditeendo un temidiameiro dell elliete fino ad 
una di tei tartgente ; dovrà tal eemidiametro rieuUar medio 
proporzionale tra t aecieea dal centro corriepondetUe alf ordi- 
nata pel contatto , ed a gueeta accrteeiuta della eottangente. 138 

Cat. li. — De’ diametri coojugalì dell’ ellisse. 

DeOnizione di tali diametri. * ' lM,e 151 

Che l’un di etri diametri i precUamente lordinata pel cen- 
tro alf altro. 152 • 

E però : un diametro i medio proporzionale tra il suo con- 
jugato , ed il parametro di queeto. 153 

Gli atei coniugati cono tra loro ditugutdi . Ed il maggiore 
di eeei è il mateimo diametro ; il minore il minimo . 157 

Le congiungenti gli estremi di due diametri coniugati del- 
r ellitse , costituiscono un parallelogrammo metà del rettango- 
lo degli assi. ’ _ 118 

/< triangolo che risulta congiugnendo gli estremi di due se- 
midiametri coniugati dclt ellisse ì di costante grandezza , cioi 
metà del rettangolo de' semiassi. . 159 

Tutt’ i parallelogrammi cireoseritli ad un’ ellitte , tono u- 
guali al rettangolo degli atti. 150 

Le temi ordinate, che dagli etlrtmidi due temidiameiri con- ' 
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jvgati eqndueousi «' tmiaisi ritptUivamnte, H tinidono pro^ 
porzionulmentt . E '{'rettangolo de due tegmenU in ciascun 
aste pareggia il guadrato di quella delle delle temiordinate , 
che gli è parallela. 153 

Nota a' 1^ . 151 , e 152. 

Erte elliite la tomtna de' quadrati di due lemidiamttri con- 
iugati i quanto quella de' due scmiatti conjugati. 153 . 

Quindi 1 Se due semidiametri conjugati componganti ad ai»- 
gola reità , l' ipotenuta di questo triangolo torà di eottasste 
grandezza, cioè quanto la cong'iungente gli estremi de' temir 
atti . 15i 

E ciò conduce ad assegnare i semiassi di un'ellisse , da- 
ti duo semidiametri conjugati , e 1' angolo che comprcodono. 155 
Nola. 

Erti' ellisse il massimo parametro i qurtlo dell atte minore; 
il minimo quello del maggiore. 157 

Sludo di assegnare io un' elliasa i semidiametri conjugati 
uguali ; e che per essi : Il quadrato di ciascuna eemiordinala 
pareggia il rettangolo delle aecitse corritpotsdenli da'due vertici. 158 ' 
J diametri conjugati uguali di un' ellitte t'inclinano nel 
minimo angolo . . ICO 

Nula .' 

Eric ellitte la tunnormale sta a!C oscilla dal centro , come 
il parametro dell' asse al medesimo atte. , 101 

Gap. III. — D elle taugcnli , e seganti dell’ ellisse. 

Come conducasi all' ellisse la tangente per un punto dato ' 
fuori del suo perimetro . 162 

Intersegandosi neUellitte due corde dentro, o fuori la curva; 
i rettangoli de'loro segmenti tono come i quadratidelle tangenti 
parallele ad esse . 16& 

£ però : I quadrati di due temidiamelri tono come quelli 
delle tangenti loro parallele. '105 

Quindi : Le due tangenti, che da un punto tiranti all' ellii- 
te tono come i semidiametri loro paralleli . ICC 

Cadendo da un punto fuori l ellitte sulla curva una tan- 
gente ed una segante; starà il quadrato della tangente , al 
rettangolo de' segmenti della segante, tra 'I punto, e la curva , 
come il quadrato del semidiametro parallelo alla tangente a 
quello dell' altro parallelo alla corda, ^ 168 
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Si (ìimottrano po' T elìisse le desse .rerili esposte per la ' 
parabola , nelle prop. 13, 1^/13 di questa , -E dall' ultima di 
esse deduconsi , pc'poit e le polari dell'ellisse, lo stesse ve- 
rità , che nella nota alla prop. 13. della parabola . 170 a 173 

Tirando per gli estremi di un diametro le tangenti alC el- 
lisse , fino ad incontrare una qualungue tangente laterale ; 
il rettangolo delle tangenti verticali sarà di costante grandez- 
za , cioè , quanto il quadrato del semidiametro conjugato al 
proposto — E di più quel rettangolo sarà un massimo , 171 

>ìota , nella quale una tal proposizione , nuova per la par- 
to 2 , viene per la parlo 1 resa generale nel seguente modo : 

Se tra due tangenti di un ellisse ( lo stesso ha luogo per 
r iperbole ) se ne tiri una terza , fino ad incontrar quelle , 
alla quale conducasi il diametro parallelo , che pur esso pro- 
lunghisi fino ad incontrar le due tangenti; sarà di costante 
grandezza il rettangolo de’ segmenti di queste interposti tra 
il detto diametro , e quella terza arbitraria tangente . 

E da questa nuova proprietà di tali curve deduconsi im- 
portanti corollari , Irà' quali I' ultimo dà luogo alla seguente 
rimarchevole proposizione . 

Se un quadrilatero sia circoscritto ad una sezione conica a 
centro ; il diametro parallelo alla corda , che unisce i contatti 
di essa con due qualunque de' lati opposti , divide tali lati in 
parli reciprocamente proporzionali. 

Jl rettangolo delle parti di quella tangente laterale , tra ’l 
contatto , e le tangenti vertieati, pareggia il quadralo del temi- 
diametro dell ellisse , che gli i parallelo. — Ed a questo stesso 
quadrato è pure uguale il rettangolo delle parti 'della tan- 
gente laterale, tra ’l contatto ed i semidiametri eonjugati sud- 
detti . 175 

Cap. IV. — De fuochi dell' ellisse. 

Definizione del fuoco , e dell' eccentricità dell’ ellisse. 176—179 

Nola pel §. 176. 

La congiungente il fuoco con un estremo dell' aste minorei 
dell ellisse pareggia l asse maggiore . Il che conduce ad as- 
segnare i fuochi , dati gli assi . — E C eccentricità e media pro- 
porzionale tra il semiasse maggiore , e la differenza di etto dal 
temiparameiro principale. J82 

Nota. 
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Il juaJrtta étl iimiaiit minora di vn' Mi$tt p^tnggia U . 
rtUangolo dtll» pari* ddt ■atti ugnaitvi da eiauun fuoco — 

E'I quadrato doU' eeecHlrieità i la differenza de' quadrali 
de due tttniaiei. 183 

La tangente f etlim in imi punto , t rami o&« tanno ad et- 
to .eia normale corritpondente tono quattro rette armonieali. 183 
L eccentricità è media proporzionale tra t ateUta dal cen- 
tro , per im punto qualunque , accreteiuta della eotlangenle, 

0 la eletta minorata delta tunnormale. 186 

/ due rami , eòe ranno ad un punto qualunque dell eUitte, 

»’ inclinano egualmente alla tangente per tal punto . 187 

Tirando la perpendicolare da un fuoco ad una tangente C el- 
liste , e poi congiugnendo il punto d' incidenza col centro ; 
tal congiungente ritulla parallela al ramo tirato al contatto 
per r altro fuoco — E viceversa . 188 — 18# 

Nola a' (la 183 a 189. 

Il rellangiito de' rami condotti ad un pulito dell ellitte, à u- 
guale al quadralo del eemidiametro coniugato a quello con- 
dotto per quel punto. - 190 

La somma de' rami , condotti dà due fuochi ad uno stesso 
funto dell ellisse ■, i uguale all aste maggiore . 191 

La parallela all un de rami , condottale pel centro dell el- 
lisee . fno all incontro con la tangente per l' estremo di quel- 
la , pareggia il semiasse maggiore. 102 

Ed un qualunque ramo sta alla corrispondente parte del- 
V asse , tra 'I fuoco e la normale pel suo estremo , come il 
semiasse maggiore all'eccentricità. 193 

La circonferenza del cerchio circoscritto all' ellisse., i il luo- 
go geometrico degl incontri delle perpendicolari tirate da' fuo- 
chi sulle tangenti di tal curva, 193 

Nola po’ due' §§. prcc. 

Quindi : ' . 

Se i due lati di un triangolo variabile iterino in un cerchio 
passino continuamente per due punti fissi , f un de' quali sia 
dentro il. cerchio , e l' altro il centro di questo ; il terzo lato 
tiKcòerà tempre un' ellisse roncenfnea al cerchio . areale per 
asse maggiore il diametro del cerchio, e Coltro / unto pel fuoco.Uth (bit.) 

ìj> slessa proprietà per 1' ellisse , che nel §. 107 della pa- 
rabola . 105 

Nola . 

Tirando da' fisocki dell tllisM le perpendicolari ad una qua- 
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hitigtie IMO tangente ; tT toro rettangolo tara tempre ugna-- 
le al quadrato del temiatie minore . E ’l rettangolo de' rami 
tirati al contatto ttarà al'^adPato detta normale comspan-’ 
dente , come [ atte thaggiore al tuo parametro. 1! 

Nota , nella quale da questa proposiiione , c dall’ analoga 
per l’ iperbole ( 316. ) si rilevano le seguenti proprietà di tali 
curve , cioè , die : ' 

t. La norwtalt per un punto qualunque, terminata all' at^ 
te de fuochi , Ita al temidiametro conjugato a quello , che 
pana pel punto medetimo , «eJ eoitante rapporto del temi- 
atte tecondùrio al primario , . 

2. t due tegmeati di una normale qualunque, determinati 
da' due atti , a partir dal' punto della eurea , cui quella cor- 
risponde , serbano tra loro un rapporto oostanit , uguale ai- 
V ùlama de' quadrali de' temiatti ritpeltiii. 

3. Il rapporto della normale, per un punto qualunque, ter- 
minala ad un atte , al semidiametro conjugato a quello che 
patta pel punto medetimo , i cottanle , ed uguale aW inver- 
so di quello diir aste ttetio al tuo conjugato . 

4. E rettangolo de' due segmenti di una normale qualun- 
que , determinati da' due oasi , i tempre uguale al quadrato- 
dei temidiametro conjugato a quello, che pasta pel punte cui- 
corrisponde la normale . 

5. Se ad' un punto qualùnque di u»' ellitte , o iperbole 
cenducanti il ramo e la normale , e dall' incontro di quetla- 
*on l' atte secondario ti tiri la perpendicolare al ramo ; fus- 
ata «s ironcheri , certo la curem , una partt uguale al tt- 
miatte primario . 

6. La projezione della normale, terminata ort' atte tteon- 
iario tu eiateuno de’ raggi vettori , pattanti- pel punto cui- 
corrisponde la' normale-, i uguale al temiatte primari» . 

T. La normale per «n punto qualunque i media propor- 
xionale Ira i temiparamelti dell' atte , e del diametro, corr 
tiqiondente a quel punte-. - ' 

E per la parabola può anche «tabiNrst , elle r- 

La normale per un punto qualunque è media proparsionor- 
le tra' temiparamttri dtU' afta- , e del diamelta corriiponden- 
le a quel punto. 

NetC ellitte , ciascun ramo ila alia- perpendiiohrt tinta dai 
tuo ettremo lulla linea di lubUmilà, neita eoitante ragione dei-- 
l' tectnlricilà al iimiaite — Ed etto ramo è pure uguaU aUa- 
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«tmiordinoto aU tue p*l tuo eifremo, prodotta fino ad (neon- 
tran la tangente pel punto di inblimilà. 197 

La sleasa proprietà dimostrata per la parabola nella 
prcp. 21. , od i corollari che ivi ne furono dedotti, dal 
$.109, al Ila. i 198—199 

LIBRO III. — Dell' Ipebbolb. 

Gap. I. — De' diametri dell’iperbole gcDeralmea- 
tc considerati. 

Il quadrato della temiordinata a qualunque diametro dell i- 
perbote età al nttangolo delle aicitte da' due vertici , come il 
parametro al diametro. — Ed i quadrati delle temiordinale tono 
eome i rettangoli delle corriipondenti oìcùm da'due eertici.200,217,215 
Se tulV ateista dal centro , e da questo punto , tagliti la ter- 
sa proporzionale in ordine a tale aiciita, ed al eemidiametro; 

V altro punto, che ritolta ugnato nel protungamento di questo, 
sarà f estremo della soltangenle corrispondente ali ordinala 
per queli ascissa dal centro. — E i angolo del contatto iper- 
bolico non è divisibile per uno retta . 20& 

Declucoosi da tal proposizione gli stessi corollari , che ne' 

$$. 119 e 120 ellisse. 203-207 

£ vi si può applicare lo scolio medesimo del $. 121 
Tutte le tangenti un' iperbole concorrono col diametro al di 
sotto del centro. 208 

Ogni retta , che passi pel centro delle iperboli opposte do- 
rrà incontrarle entrambe una sol volta , e rimaner bisecata 
nel centro. 208 — 209 

Ciascuna delle precedenti rette sarà diametro , e bisecherà 
tutte te corde condotte nell' iperbole parallelamente alle tan- 
genti ne vertici ( cioè per un do' due estremi di tal diame- 
tro] -, le quali sono parallele Ira loro. ■ . '209—211 

Nota pel $.211. ' 

E però il centro dell' iperbole , i- contatti di due tangenti 
parallele, ed i partii medii delle corde parallele ad eue sono 
in linea retta . 

Quindi sempre che sieo dati due di tali ponti si potrà aS'> 
segnare il terzo. £ si potrà anche dedurne , come nell' el- 
lisse . al $. 130 , il mudo da lirare all' iperbole la, tangente 
parallel.v ad una data corda ; e pur che incontri il lato tra- 
verso io dato angolo • 
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Le dve rtUe condotte da un punto deir iperiole paraUela^ 
menu f una alla tangenU verticale per un diametro , » T altra 
ad una qualunque tangente laterale, comprendono con guel dia" 
metro un triangolo uguale al quadrilatero eomepondente a 
quel punto. 210 

Come assegnar l'asse di un' iperbole. 21t 

La regolatrice per un qualunque diametro dell’ iperbole si 
assegna eoo lo stesso artifizio, che pel diametro ; e cosi pu- 
re il parametro (§§. 30 e 32.) . 2^® 

Per un qualunque punto dell iperbole , condotta I ordinata 
ad un diametro , e la tangente fino ad incontrarlo ; rimarrà 
quello ditito armonicamente da gueete due rette , e dalle iper- . 
boli oppoite. 220 

E però : Il eemidiametro i medio proporaionale tra f o- 
leiua dal centro , e questa miteotrala della eottangenle. 221 ^ 

A'eir iperbole la sunnormale sta all’ ascissa dal centro , co- 
me il parametro dell' asse all' asse stesso. 222 

Le surrigolatrici nelle curve coniche sono , in generale , il 
luogo delle loro eunnormali. 223 — ^224 

Come per ciascun diametro di un' iperbole si assegni , in 
grandezza , e posizione , il suo ueossdario ; da che al primo 
si dà nome di priiworio . 225 — 227 

Cap. li. — Degli assintoli delle iperboli. 


Definizione generale dell’ assintoto di una curva ; e carat- 
teri di questo. , 228 — 229 

Che due rette parallele non possono essere assintoto di una 
stessa curva. 230 

Come si assegnino gli astintoti. dell' iperbole, che il sono an- 
che dell’opposta ad essa. 231 

Ogni relia.che toccando [ iperbole ti arresti agli assintoti di 
essa rimane tifecala nel contatto ; e ciscussa metà è quanto il 
eemidiametro secondario di quello che patia pel contatto efeseo.SSH 
E però : gli assitdoli di uri iperbole sono i luoghi degli e- 
s tremi di tutte le tangenti di essa distanti dal eoistatto , per 
quanto è il eemidiametro eecondario a quello che pana per 
questo . 

Conducendo ad un' iperbole una qualunque segante, che in- 
contri gli assintoli; il rettangolo delle parli di tal segatele tra 
questi , e la curva , sono uguali tra loro , a ciascuno quanto 
il quadrato del temidiametro paraUUo ad cesa tegantt. 23® , 
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E però i laparte dì una segante, eh' i tra t «» punto iel- 
T ipe/iole ed «n asn'nloto . panggia guetta , che tronasi tra 
I altro punto della curro stessa , o delf opposta , e t altro as- 
tiistoto , 23T 

L'angolo assintotieo t retto , acuto , o ottuso , secondoehi .* 

r asse primario pareggi , sia minore > o maggiore del secon- 
dario . • 

La tetta , che eonjfujue t un de' terlici principali delle »- > 
perholi opposte col centro , biseca l'angolo assintotieo, 239 

Quando un’ iperbole dicasi parìlalera , o eqssilatera ; e 
quando scalena , £ cosa aia la potenza di un iperbole. 

Definizioni dell'aietMO, ordinata , e- sottangenlC nell' iper- 
l(ole tra gli asfinloti. 2<r5:— 

E che : Nell iperbole riferita agli assintofi la sotlangente i 
uguale all' ascissa , che le corrisponde, presa però insito op- 
posto a guetta-,. 24T 

Quindi il modo di condurre la tangente aH' iperbole per 
un punto dato in un asaintoto . 948 

Il rettangolo dell ordinala dell’ iperbole tra gli attintoli nel- 
la corrispotsdente ascissa, i tempre uguale alla potenza del- 
la stessa iperbole. 949> 

E però : Le ordinata alC iperbole Ira gli assintoti tona in- 
versamente come le ateitte porri spandenti . 230 

Ed : I parallelogrammi , che compiansi dalle ascisse e dal- 
le corrispondenti tcmiordinale , nell' angolo di esse , tosso 
tra loro uguali , , 931. 

Gap.. 111 . — De'diamelrl conjugatì dello iperboli.. 

Gli estremi de' diametri teeondari di un iperbole tra' tuoi 
attintoti , tono allogati in uu' altra iperbole , con le steua- 
centro , a co' medesimi attintoli-, però eomprendessti C ange- 
lo eupplementsile del preeedesste ; a laquale ha la eletta po- 
tenza che la proposta, 23Sb 

Nola . ■ » 

Definizione delle iperboli coniugato. 9S4" 

Qssaluttgue parallela ad un diametro, la quale ineontri le i- 
perboli opposte , i dicita per metà dal diametro eeeondario a 
quello — Ed essa incontrando un' iperbole conjugala na rima- 
na anche bisecala la parte dentro-di tal curva , 257 

Defioizionede' diametri coniugati. 23S 

Le erdinalt sH un ditmir» eonjugato tono parallehal 
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frineipaU : e ciò coiUtuiiee una reciproeanxa tra' diame- 
tri conjugati , potendoai scambiare I' uno aell' altro . ^ 2S9 

Ed : Il fmramtkv di un diametro lard la terza proporzio- 
nale in ordine a tal diametro , ed al tuo eonjugafo . 260 

ConpivR^sUdo un punto qualunque di un' iperiole,eon gli e- 
etremidel diametro primario; le rette condotte dal centro a'pun- 
ii meda di tali congiungenti saranno dui diametri conjugati. 261 
IVola a da 254 a 261. 

fi quadralo della semiordinala ad un diametro secondario 
dell' iperMe sta alla somma de' quadrati di tal semidiame- 
tro , e dell ateùsa dal.eentro , come il quadrato del semidia- 
tro primario a quello del secondario suddetto . 262 

E però : I quadrati delle semiordinate , ad un diametro se- 
condario dell iperhole, sono proporzionali a' quadrati delle lo- 
ro ascisse dal centro , acentcìuft del quadrato del sesnidiame-^ 
tro secondario. 263 

Quindi 3i vede che tutte le proprìeii dell' iperbole , per 
un diametro primario, non sono io generale trasferibili i- 
denticameote al secondario. 264 

Nota. 

KtW iperbole , il semiasse che corrisponde al tuo vertice , ì 
il minimo de' semidiametri . 265 

Ed ; J semidiametri ugualmente inclinati al semiasse tosso 
seguati { e viceversa. 266 

Kell i perbole parilatera , t semidiasnetrs ugualsnente Mcfi- 
nati a' loro rispettivi assi sono tra loro tsgssali. 267 

Nota da §§. 265 a 267. 

Il parallelogrammo che compiesi da due semidiametri Coss- 
jugati delle iperboli , i uguale al reltassgolo de' loro temiate 
ti conjugati. 268 

Quindi : Ogni parallelogrammo descritto ira' quattro rami i- 
perbolici i di costante grandezza , ed uguale al rettangolo de- 
gli atti conjugati. 26Q , 

Dagli estremi di due semidiametri conjugati di un* l'psròo- 
le conducendo le temiordinale rispettive agli atti ; questi sa- 
ranno da quelle propcrzioHalmnte divise. — £d il rettangolo 
delle parli di ciascun atte determissatevi dalla eorritponden- 
te temiordinata , dovrà pareggiare il quadralo dell altra delle 
temiordinate , che gli è parallela. 272 

. La differenza de' quadrali di due diametri conjugati delle 
iperboli i eoiltrnfe , e precisamente quanto quella de' quadrati 
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degli atei . 273 

Però : iVfir ipiriole parìlalera eiateun diametro doorà pa- 
reggiare il tuo conjugato , ed ancora il parametro eorri- 
spendente. 274—275 

Inoltre : // quadralo di ehiicuna temiordinata ad un dia- 
metro dovrà pareggiare il rettangolo delle eorriipondenti a- 
teitie da' due vertici. 275 

Ed : Il quadralo di qualunque temiordinata ad un diame- 
tro leeondario pareggerà la tomma de' quadrali di quello temi- 
diametro , e dell aiciMa dal centro. 276 

Congiungendo un punto dell iperbole parìlalera con gli e- 
ilremi di un qualunque diametro ; gli angoli alla baie del- 
r emergente triangolo avranno per dilferensa quello delle coor- 
dinale per tal diametro. 277 

E però : I vertici di luti' i triangoli , che hanno una data 
differenza di angoli alla baie . tono allogati tn un' iperbole' pa- 
rilatera , che ha quella data baie per diametro , e per angolo 
delle coordinate la data differenza. 278 

E ciò corrùponde inversamente alla proprietà del cer- 
chio pe’ triangoli iscritti in uno stesso segmento , aventi por 
lato comune la corda di esso. 278 

Nell iperbole parìlalera , gli angoli al centro tono tupple- 
menlt di quelli compreii dalle tangenti nelle eitremilà de dia- 
metri eorriipondenti. 279 

Nota. 

A’elf iperbole parilaléra , i diametri perpendicolari t un 
r altro tono uguali Ira loro. 280 

Nota. ^ 

E da ciò risulta un mezzo facilissimo da assegnare in tal! 
iperboli il diametro conjugato ad un dato, 281 

Da due diametri conjugali dati di un iperbole attegname 
gli atti. 282 

Modo da determinare gli assi di un' iperbole dati gli assin- 
toti , ed un qualunque punto della curva. 283 

Car.'iY. — DelU taogenli , e seganti delle!- 
perboli . 

Come condurre la tangente all’ iperbole per un punto da- 
to fuori di essa . — Ed in quali casi , il problema riesca pos- 
sibile , quando sia impassibile ; o quando le tangenti sieoo 
due , 0 una. 284—286 
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Ogni tangente dell' iperbole , incontrando due umidiametri 
coniugali, tronca da eiaw«n di etti , verta il ceiUro della pgu- J 
ro , una peale che i terza proporzionale in ordine all' alèù- 
ta corriipendenle alla lemiordinafa pel contatto , ed al te-' 
midiametro riipettivo . 285 

La congiungenle il centro dell iperbole col caneorto di-due 
tangenti divide per metà la retta fra' contatti. 287 

. Cadendo da un punto fuori le iperboli due tangenti' , o sul- 
V una ddle sezioni , o tulle oppoite ; ette tangenti laranno 
come i lemidiameiri conjugati a guclli po' contatti. 288 

Dal §. 289 al §. 29G si ripctouo per l' iperbole le stesso 
proprietà, ohe per l'ellisse furono enunciato, e dimostrate no' 

SS. da 16i a 175. 

£ da quella del S 29à si deducono gli stessi corollari po'po- 
It , e le polari , che furono rilevati nella nota alla prop. 15. 
del lib. I. 

Le perpendicolari tirate da' vertici a' lati di un triangolo >• 
ecrillo nell' iperbole parilatera , o troie oppone , i intersegano 
tutte tre in uno eteefo punto dell una di ette . 297 

Cxp. T. — De’ fuochi dell’ iperbole. 

Definizione del fuoco ; e Io altre cose correlativo , come 
nell' ellisse. 298—300 

La retta che unitee gli estremi de' lemiaiti coniugati dfW 
iperbole è uguale all eccentricità — E gueita è media propor- 
zionale tra 'I temiaete primario , e lo tletio aeerteeiuto del 
tuo semiparametro . ' 301 

Quindi : Aielf iperbole , il quadrato del lemiatte coniugato 
i uguale al rettangolo delle due distanze dell un fuoco da' due 
vertici principali. Come avveniva anche per 1' elline (183,) 302 
Ed il quadrato dell' eccentricità i quanto la somma de' qua- 
drali de' due semiassi. 301 

La tangente , i due rami, e la normale, per uno elisio pun- 
to deir iperbole , tono quattro rette armonieali, 303 

Quindi deduconsi le stesse conseguenze , che por 1’ ellisse 
ne S§. da 187 a 189. 30i— 307 

Il reltangilo-de' rami , che vanno ad uno iteiio punto dell i- 
perbole i ( come nell' ellisse ) di eostarde grandezza, eioi 
quanto il quadrato del lemidiameiro coniugalo a quello , che 
patta per tal punto, 308 
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La diffirmza ii tali rami i puri di càilanl* grindetxa ; « 
prtcùamenti guanto C as$e primario. 309 

Quindi le Elesse conseguenze , che per l’ ellisse. , ne’ §§. 
da 192 a 194 , con le convenienti modificazioni per t'iperbole.310— 314 
Si rìporlano per l' iperbole tutte le altre propri^Ui ernia* 
ciato , e dimostrate per l' ellisse dal §. 193 al 199. 315—319 

Segue f Appendice a Ire libri precedenti ,per mo- 
strare la correlazione delle curve coniche. 

LIBKO IV. — Delia similitcdijcs, delle intessbzioni, 

T. DELLA CL'BVATl'ilA DELLE CUBVE CONICHE ; B DEL SIODO 
CEOHETBICO , O MECCAMCO DI ESIBIBLE. 

Introduzione. 320 

Cap. I. — Delle curve coniche uguali , e simili. 

Che Apollonio avesse trattato estesamente questo argomen- 
to, nel lib. VI. Conieorum. 321 

Dvlìniziono delle sezioni coniche uguali , e conseguenze 
di essa . 322 — 324 

Due cures coniche j tomprtto il cerchio , le abbiano un eo- 
mune tegmento , debbono essere uguali , 325 

Definizione delle sezioni coniche sitniH i o similmente po- 
ste , e conseguenze di tal definizione. 32C — 330 

Tutte le parabole sono simili. — E quelle , che hanno i dia- 
metri paralleli , eono anche similmente poste . 331 — 332 

Coiid'zioni per lo ellissi , o iperboli simili. . 333 — 337 

Due ellissi , o due iperboli aventi un sistema di diametri 
eonjugati paralleli, avendone ancora un altro ugualmente con- 
dizionato , debbono risultar eimUi , e similmeiste poste. 340—342 
Conseguenze che no derivano. 

Definizione de’ punti omolopAi , o de' diametri omologhi in 
duo sezioni coniche simili ; e conseguenze importanti , che 
d educonsi di sifTatta definizione. 343— 349 

In due sezioni coniche limili, e similmente poste , due inci- 
denti qualunque sulfuna di esse, da qualsivoglia punto , sono 
proporzionali alle rispettive rette omologhe tirate nell' altra , 
dui punto omologo corrispondettle— £ la conversa di tal pro- 
puiizione. 350—332 

Tuilt le ettisti , o ipeiboli segnq’e in un eono da piani pa- 
ralleli , sono simili , e similmente poste. 333 
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fnclinando tra lati dtl trianyoto ftr f atM , * ptr t Httixa 
di un cono'iJue rttlt in angeli uguali ; i piani eondoUi per es- 
tà , ptrptndieolarmenle al suddetlo Iriangolo, segneranno, nel 
cono, ellissi, o iperboli stmili. SSi 

E però : Le ellissi , o ^ttboli simiK segnale' nel còno da 
piani paralleli , ne hanno un' altra serie prodottavi da pia- 
ni anche paralMi , ma posti sueconlrariamentti. 

Cap. 1 i. — D elle ioteiseùoni delle curve cooiche. 

Una tal teorica importante nella Geometria , per te curve 
ia generale , dovè esaere ampiamente trattata dagli antichi 
geometri ; e per le curve coniche , ae ne occupd con eston' 
aione Apollonio , ne) IV. lib. Conicorum. 3S& 

Una curva conica non può inlertegame un altra- in più 
di guattr» punti. 357 

£ però : Due sezioni coniche , che abbiano comuni cinque 
punti debbono coincidere . 3t>8 

Se una curro conica ne tocchi un' altra , non potrà inter- 
segarla , che in due altri punti . E te toccanti in due punti . 
non II potranno alfatto intersegàre. ' . 359—360 

Un cerchio incontrando la parabola come ne' casi preceden- 
temente detti , deve almeno f un de' punti eC incontro cadere 
da una parte dell asse opposta agli altri. 361- 

E se da gue' punti d' incontro tirinsi te perpendicolari all'as- 
se ; la somma di quelle a destra dece pareggiare la somma del- 
le altre a sinistra, 362’ 

Due sezioni coniche simili , e similmente poste non possono 
intersegarsi in giiù di due punti, 363 

Conseguenze importanti dalla proposiaionc preeedeiito 364 — 30Jr 

UicliiarazioDo di ciò che intendasi in appresso por eon- 
giungeiiti opposte di quattro punti presi ad arbitrio io una 
sezione conica 366 

In drse leztont coniche, le guedi intmrjAiiwi in quattro pun- 
ti, t triangoli formati in ciateuna da semidiametri paralleti a 
due qualunipse delle sei corde comuni opposte , risulianli dal- 
le quattro intersezioni , ed aventi i lati diretti da urla eteesa 
parie , sono simili , e similmente poste-, 

C iiisegucnzo imiKUlanti , cho ne detivano. 367 — 37 1 

Unica è la direzione de'dfameiri cotica jali para'.leli per tut- 
te le infinitt sezioni cossiche , che passano per gli stessi quat- 
tro punti. 
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E peri : Se dHtieiioni- coniche , te quali i'intìnegan» in 
quattro punii aMùino gli atei paralleli ; le infinite altre , che 
pattano per gli tteui qualtro punii , avranno eottantemente 
gli aiti paralleli tra loro. 3T2— 37S 

Se due sezioni coniche , le quali i inlertegano in quattro 
punii , abbiano gli atti paralleli ; gue' punti «lorsmno tulio 
circonferenza di un cerchio. 374 

D' onde segue , che : Prendendo nella eirtonfertnzo di un 
cerchio quattro punti ad arbitrio ; gli atti di tulle le sezioni 
coniche, che possono detericcrti per que' quatlro punti, saran- 
no tra loro paralleli. 

Ed altre cooseguenie di pari rilievo. 375—376 

Quindi ancora la seguente nuova proprietà del cerchio , 
cioè : 

Se da' quattro punti nella circonferenza di un cerchio ti 
completi la figura iscritta in etto, risultante da tutte le tei con- 
giungenti ; le bisecanti degli an'goU. compresi dalle tre coppi» 
di corde opposte tono parallele in duo diverte direzioni, » ^in- 
di perpendicolari. 377 

Da che risulta resa pii generale la proprietà assegnata nel 
$. 3G2, po' punti d' incontro della parabola col cerchio. 37S 
Se per due punti comuni ad una serie di sezioni coniche 
simili , e similmente poste, passi un'altra sezione conica qua- 
lunque , che in generale intersegherà ciascuna di quelle in due 
altri punti ; tutte le carde condotte per questi saranno paral- 
lele tra loro , ed alla coitgiunginle que’ due primi punti . 379 

Conseguenze di lai proprietà , specialmente pe' cerchi. 380—381 
Come risultino niodificatc le precedenti proposizioni , nel 
caso , che do' quattro punti d' intersezione due riuniscansi in 
un contatto ; u ancora gli altri due. 

£ che avvenga nel caso, che le curve sicno cerchi . 382—383 

Due sezioni coniche , comunque situate in un piano, o in 
piani paralleli , ammettono , in generate , un sistema di dia- 
metri conjugati paralleli. 385 

Le tangenti' comuni a due sezioni coniche concentriche to- 
no parallele a' lati del parallelogrammo , che ha per diagona- 
li i due diametri conjugati ad un loro diametro comune. 38G 
Quindi : » diametri comuni a due sezioni coniche concen- 
triche , ed i diametri , che canno « due contatti j sano quat- 
tro rette annonioali. 287 
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EU gtMltro tangenli comuni a due e«rw eoHiefc* concentri- 

che , eoilùuieeono sempre un paraUeiogrammo. 388 

Delermiiiaiione del swlema do’ diametri cqojugali paral- 
leli di due aeaioni coniche comunque «iluate. 390—^1 

Il teorema del J. 387 regge ancora per due parabole , I 
cui diametri aleno paralleli. 

Se due sezioni coniche si tocchino i» u» punto , dal quale ti 
tiri comunque una retta, che le tcghi.e ti conducano le lanjenti 
tn tali punti <f intersesioni ; il luogo dei eoncorto di queste 
sarà uno lissea retta , che patterà pe punti comuni alle due 
cune , le queste t inttrteghino, 

Cooaeguenxe che ae ne, traggono , tra le quali le aeguonti 
Teriti rimarchevoli . 


Se due sezioni coniche li toccano in due punti, e dalFun de 
contatti li tiri «no retta artiiraria , che le Ughi entrambe ; 
le tangenti ne' punti di lesione concorreratmo sulla tangente 
comune delle due curve nell' altro contatto , 39T 

Se quante ti vogiiatso sezioni coniche pauino tutte per gli 
sfusi due pufsti , e ti tocchino in un altro ; tirata una retta 
arbitraria per questo contatto comune , le tangenti ne' punti 
oe’ essa incontra ciascuna delle curve , concorrono tutte in un 


punto , 

Se due lesioni coniche ti toccano in un punto , pel juale ti- 
rili la tangente comune ad eiu , e per un punto di questa le 
tangenti alle due curce ; la cangiugentequuli contatti paueri 
tempre per uno sfuso punto , 402 

Se due parabole , che abbiano gli atti paralleli , t' inlertt- 
ghino in appunto ; dotninno neceiiariamente inlertegarti an- 
cora in un altro punto. 404 

E però : Uue parahcde , che aiòiono gli atei paralleli pos- 
sono toccarti in un punto , lensa potersi altrove iniertegare. 40S 
E due parabole aventi i diametri paralleli , ed i rami diret- 
ti da uno stessa parte , i’ intersegheranno in un solo ed uni- 
co punto, le lieno uguali . 406 

Ed ette parabole non potranno mai user t wa tangente 
dell' altra . 407 

Se due parabole t' ihterseghino in Ire punti ; doorannane- 
cettariamenle intersegarsi anche in un quarto punto . 403 

E- perù : Se due.jiarabole ti taglino in un jmnto , debbono 
uecefsariamente segarti oltroce , d in uno , o in tre altri 
putui • 409 J 
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E U Menezioni tra due ftarahak tono tempre in num*> 
ro pari , 41<^ 

Se una paràbola intertega un* ipèrbole in tre punti , deve 
in generale , intertegarla ancora in un quarto punto. 41t 

Quindi : Una parabola , ed un’ iperbole potiono , in genera- 
le , inlertegarti o in due , o in quattro punti ; e ti taglieran- 
no in uno, 0 tre punti solamente nel caso particolare, che i dia- 
metri della parabola fieno paralleli alluno degli attintoli del- 
l iperbole. 412 

E te una parabola toccando un' iperbole , t interieghi in un 
punto ; dovrà , in generale , tagliarla ancora in altro punto ; 
ed , in particolare, non arrd luogo guetl ultimo inconlro , te 
un degli astintoti dell' iperbole segua la direzione de' diametri 
della parabola. 41^ 

Se un’ iperbole sia intmegala da un’ altra iperbole ; i punti 
(f inconlro tra lì due curve saranno , in generale , o due , a 
quallro : e ti ridurranno ad un solo .otre , nel caia partico- 
ìare , che un attintolo dell una iperbole sia paralltlo ad un at- 
tintolo dell altra. 414 ' 

E te un iperbole , toccando uri altra iperbole in un jrunfo , 
la tagli eziandio in altro punto ; dev< , in genertUe , interte- 
garìa ancora in un tecondo puìUo. 414 

Gap. mi — Delle osculazioni tra le corre coniche;; 
e quindi della corralura ne’ diversi punii di esse> 

iNTSODL'ZlonE, nella quale s’ indica, che nè gli antichi , nè 
i moderni Cno al Sinison avessero considerato un tale ar- 
gomento , nel quale adopcrossi validamente questo distinto 
geometra inglese , senza ricorrere a quantità evanescenti — 

Ciò che siesi operato da noi in questo argomento . 41S 

Nozioni fbelehinabi , in cui distinguonsi diversi ordi- 
ni di contatto tra Io curve , detti osculazioni ; o perché 
la curvatura di una linea curva in un qualunque suo pun« 
te si abbia dalla sua osculazione col cerchio , o sia'dal de- 
terminare il raggio del cerchio osculatore della medesima in 
quel punto. 417— 42T 

I 

Del contano di 2°. ordine tra ìc sesioni coniche. 

Se una sezione conica sia toccala da quante si vogliano al- 
tre , simili , • similmente poste , in uno stesso punto ; te ra- 
ri( corde comuni a guella ed a eiaicuna di queiit , oppoite ai- ' ^ 
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la fanjMt» mI punto dtl contatto comune , cono tutte tra lo- 
ro parallele . ^28 

Se due eezioni eonietie abbiano in un punto un contatto di 
S* ordine; in tal punto ti toccheranno, e t’ interugkeranno con- 
temporaneamente. . 429-»W® 

Vicevena : Se due texioni coniche ti toccane , e ti taglia- 
no ad un tempo tn un medetimo punto ; avrà ivi luogo Ira et- j 


te un contatto di 29 ordine. W3 

Se tra due eezioni coniche vi tia contatto di 2'^ ordine, le 
loro concavità , nel luogo del contatto, faranno rivolte dalla 
itetia parte. 43^ 

Ad una data tezione conica , ed in un punto dtlo in uta , 


condurre un’ altra tezione conica oieulatriee di 2° ordine. US 
Un tal problema è indetermioato per djie gradi , potendo 
r osculatrice richiesta assoggettarsi a due altre condiaioai : e 
diviene determinato , so la curva osculatrice sia cerchio ; 
che sarè per I' appunto il cerchio osculatore in quel punto . 436 4 

Osservazione importante sull' osculazione di 2° ordine. 437 
Se una tezione conica tia oieulatriee di 39 ordine di un' al- 
tra , e li tiri dal contatto una retta arbitraria , che le leghi 
entrambe ; il luogo del eoneono delle tangenti ne' due punti 
ove gueeta incontra ciascuna di guelli, torà la loro corda co- 
mune paiianfe pel contatto. 438 

Viceversa : Se in due sezioni coniche i che si toccano in un 
punto , tirata ad arbitrio per guato una retta, che le leghi en- 
irom2>e, attenda, c4e le tangenti ne' due punti di lezione oon- 
corrano lopra una retta panante pel contatto ( diversa però 
dalla tangente ] ; guato contatto larà di 2° ordine . 439 

Se due lezioni coniche lieno tra loro in contatto di 2** or- 1^ 

dine , ed una di esse abbia nel medeiimo punto un contatto 
della stessa natura con una terza lezione conica ; il contatto 
tra guata , e T altra sarà del pari di 3° ordine. 441 

Se due lezioni coniche sono in contatto di 2° ordina , non 
potrà tra tue panarne un'altra , che sia semjdiesmeafe tan- 
gente deir una , o dell' altra. 442 ' 

Se due lezioni coniche hanno contatto di 29 ordine , ed una 
terza gualungue sia nel punto stesso lemplieemenle tangente del- 
Vuna.la medetima larà pure eemplicemenfe tanjente deiTaItra.443 
La curvatura di una lezione conica in un punto gualungue 
i guanto guella del cerchio , che in lai punto ha con cita un 
contatto di 29 ordine, _ ^ ^ 444 — 44$ 
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Del contatto di S‘ ordine fra le sezioni eoniehe. 

A'el contatto di 3° ordine luppongonti rittnile tulle quat- 
tro le inienexioni. ' 6^6— 

Data una testone conica , condurle un' altra testone conica 
oteulatrice di ordine, tn im punto dato. 

Le due curve in contatto di 3° ordine non poetano avere al- 
tro punto comune . 

E da ciò risalta nuoTamente , che oel cootaitc di 3° ordi- 
ne si riuDÌscaDo quattro ìnterseziooi. 4^9 

Se due tetioni coniche tono in contatto di 3° ordine , tiran- 
do pel contatto una retta arbitraria, che leteghi entrambe; le 
tangenti ne' punti di usione concorreranno tempre tulla tan- 
gente comune. 

Ed è anche vera la conversa di questo teorema. 450 

Infinite oieulalrici di 3° ordine potranno condurti in uno 
tletto punto aduna data tesione conica . , , 

E però il problema del Jj.448 è indeterminato per un grado.451 
Eccetto il caso, che l' osculatrice sia una parabola , non po- 
tendo esserveno che una. 455 

Se la condizione per determinarlo sia che l'osculatrice di 3° 
ordino sia simile ad un'altra sezione conica ; questa non po- 
trà esser mài simile all’ osculala. 452 

L' osculatrice di 3° ordine non può in generale essere un 
cerchio . -, 453 

Il contatto tra le tesiotU eoniehe , ed i loro cerchi oiculato- 
ri i , in generale , del Sf’ ordine. 453 

Come rimanga definita la specie delle sezione conica oscu- 
latrice di 3° ordine di un' altra , 454 

Ss due sezioni coniche tono in contatto di 3° ordine ; le lo- 
ro concantd nel punto del contatto taranno tempre rivolte da 
una mtdetima parte , come avveniva ancora nel contatto di 2° 
ordine . 455 

Una parabola non può aver un' altra parabola per oscula- 
trice di 3° ordine . 456 

Se due tetioni coniche sono in contatto di 3° ordine ; il dia- 
metro corritpondenle al contatto avrà lo eletto parametro in 
entrambe. 457 

Un cerchio pub aver contatto di 3° ordine con una texiònt 
conica , lolameMe ne' vertici principali. 458 

Se due tezioni coniche tieno in contatto di 3<> ordine, e {'«• . 
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«a di $m abbia nel punto item un timil contatto con una 
terza lezione conica ; il contatto tra gueita, e l' altra tarò pa- 
rimente di 3 ° ordine. 459 

Si deducono due coiuegaeoze analoghe a quelle pel con- 
tatto di 2 ° ordine , gii capresae no' $$.441 , e 442. 460 

Nota a' §§. da 459 , a 462. 

Del cerchio osculatore. 

Di che ordine aia I oacolaziono del cerchio con una curva 

conica; e conaeguenze.che per le cose anzidetto ne dorivano.463 e 46V 
Nota. 

Detcrivere il cerchio oiculatore di una data sezione coni- 
ca , in un dato punto di aia. 455 

La precedente costruzione simpHOcata. 466 

Ed essa resa poi indipendente dalia curva. 467 

Le precedenti costruzioni divengono ioapplicabili al caso 
in cui il punto dato per 1 ’ osculazione aia l'un de' vortici 
principali della curva. 46 g 

Altre considerazioni sull' osculazione del cerchio con una 
cuija conica. 469-472 

Noto dal §. 466 , al 471 , e poi ( dopo la seguente ) altra 
speciale pel §.469. 

Il raggio di cartatura in un punto qualunque di una w- 
zione conica i uguale al cubo della corrispondente normale , 
terminata all un degli aiii , diviso pel quadrato del lemipa- 
rametro delC asse medesimo. 

Nola. 

Jl raggio di curvatura , per un puiilo qualunque di una 
uzione conica , sta alla normale terminata all'un degli assi, 
in duplicata ragione della stessa normale al semiparamUn 
di quest' asse — Ed i raggi i osculo pe dicersi punti di una 
cuna conica , sono come i cubi delle corrispondenti normali 
terminate ad uno stesso asse . 

Si deduce in altro modo . che il raggio d’ osculo nel vor- 
tice principale di una curva conica sia quanto il semipara- 
metro corrispondente. 

Se ad un punto di una sezione conica si fin il rame, e la nor- 
male , e daU incontro di questa con f asse primario si abbassi 
laperpendKolare al ramo stesso , e eongiungaii il punto d' in- 
cidenza eoi centro del cerchio osculatore in quel punto; tal con- 
giungente risulterà perpendicolare al ramo. 476 

I 
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Da dio ricavasi un altra elegante coslrurione , pel centro , 
c pel raggio del cerchio osculatore in un dato punto di una 
curva conica. 

Il eirchio oteulalort , ptr un punto qualunque dì una a«- 
sione conica , taglia dal diametro , che poeta pel punto mede- 
timo , e certo questo , una parte uguale al tuo parametro, 478 
Formole che ne derivano, por esprimere il raggio d' oscu- 


lo in un dato punto di una curva conica. 


479—481 


Nuova costruzione semplicissima del cerchio osculatore in 
un dato punto di una sezione conica. 483 

Gap. IV. — Della esibizioue delle curve coniche. 

Nota 


Introduzione 
tali dottrine. 


in cui si recano i principii fondamentali per 


484-495 


Sezione i.— Del modo di esibire una curva coni- 
ca perla sezione di un dato cono. 

Segare in un dato cono una parabola data. 496 —498 

O un elliiie , o un' iperbole timile ad una data. 499, e 502 

Due note 

O pure : che tia data ! uno , e 1' altra di queste curte. 501, e 504 

Osservazioni per le determinazione di questi due ultimi 
problemi. 500,e 503 

Notaa'§S.502 , 503 e 504. 

Sezione ii.— Della descrizione di una curva co- 
nica nel piano , per molo organico , o per assegtm- 
zione di punti. 

Nota 

Descrizione organica di una curva conica. 505 

Difetti di tal descrizione. 506 

Descrizione di una curva conica per punti . 507 

Clio essa sia generale , e da potersi ricavare da qualsivo- 
g1 iano determinanti la curva . 508 

Maniera speciale per I' ellisse. 509 

Itagioni per cui rccansi i due seguenti problemi. 510 

Determinare gli assi conjugati in posizione , e grandezza , 
dati eimilmenle due semidiametri conjugati. 51 1 — 51 3 

Nota 
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Viccvers» : Dayii all» di un eUùte.oipuliole^ dati di gran~ 
dezxa e posizione ; determinare limilmeate due diametri con- 
jugati in. dato angola. 514— 515 

Nota. 

Dato un diametro di un' ellisse, o iperbole, ed in essa due, pun- 
ti ; determinare la grandezza, e posizione del tuo coniugalo. SIS- 
Ducritere un iperbole , che abbia per aseintoti i lati di un 
dato angolo , e patti per un punto dato dentro di questo . 517 

Defmiiione deU'evolufa, alleila curva deicn'tto dall'tvoluf 
aiona, e dichiarazione di esaa . 519^530 

Nota . 

Le tangenti dell etolula prodotte fino alla curva descritta 
dalt (Doluzione, tono i raggi di ótculo rispettivi di quitta , e 
però perpendicolari ad essa ne' punti ove l' incontrano. 

E gli estremi de' raggi di osculo della curva descritta dal- 
li evoluzione debbano allogarti nell' evoluta di essa , 531;. 

Che l'evoluta , 0 la curva dsscriUa dall' evoluzione dcbr 
bono risultar cave dalla stessa parte. 533. 

Un arco qualunque dell' evoluta.é tempre uguale alta diffe- 
renza delle tangenti pe' tuoi estremi, prodotte, sino alfa curva, 
che risultndall evoluzione. . ■ 53ii, * 

Data una curva conica ; detericers per atttgnaziotu di 7 >iin- 
ti la tua evoluta. 534 

Discussione de' casi di qufsto problema >. quando, cioè , la 
curva sia parabola , ellisse , o iperbole . 525 — 52'T" 

Piell' ellisse , la massima ascissa dell' evoluta riferita op- 
tasse minore, è lenta proporzionale in ordine al.temiatse mag. 
gicre, ed all' eccentricità, — E la tnattima temiordinata é pu- 
re terza proporzionale in ordine, al semiasse minore, ed alC ec- 
centricità. — Finalmente nelt iperbole la massima ascissa dal 
* centro xorrispondente all'ordinata zero nell evoluta.é terza pro- 
porzionale in ordine al semiasse primario , ed aH'eccentricità.^HS — 523 
Nota dal §. 519 al 529 , ed altra a' ^§. 519 o 520, 

Sezione ih, — DcWcsiòiztone di una'curea coni- 
ca per condizioni date . 


Le presenti ricerche sono fondate sul teorema del Pascal- 
detto hexagmmmum mystieum ; che però esso vicn dichiara- 
to nel seguente teorema, 5.11 

lire punti di concorso de' lati opposti di «n esagono iscritto 
i/l una curva conica tono. in Unea retta-, 512- 
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Per cinque punii non può pattare che una tota curva coni- 
ca. Ed infinite ne pattano per quattro punti . 33^^ 

Se un pentagono lia itcritto in una curva conica -, il punto 
d' incontro di un iato qualunque di etto con la tangente nel 
vertice dell angolo , che gli i appalto , ttarà lulla retta , che 
unitee i due punti di concorio de' lati intorno a quett' angolo 
co rinutnenti due lati, che tono ad etti riipeltivamente oppoiti.SSd 
Una loia lezione conica può deieriveni , che tocchi in un 
dato punto una retta data , e paui per tre punti dati ; ed infi- 
nite te quelli timo tolaminte due . 337 

Le Ire diagonali di un eiagono cireoicrilto ad una sezione 
conica li tagliano in un tol punto. 33S 

Nula a §§.532, e 338. 

Se un pentagono i circoscritto ad una sezione conica ; la 
congiungente il vertice di un angolo qucUunque col contatto 
del lato opposto, ti taglierà tempre nel punto tletio con le ret- 
te , che loltendono i due angoli, cui d comune il loia tnedetimo.&Si 
Un esagono per esier eircoicriltibile ad una curva conica 
debbono le tue Ire diagonali tagliarti in un medesimo punto. Hhù 
NoU a' §§. da 333 a 337 , e 539 e 340. 

Una sola lezione conica può detcriverti tangente einjue rette 
di tifo , Ire delle quali comunque prete non concorrano in un 
medesimo punto ; ed infinite, che tiene tangenti quattro rette. 340 
NoU a’ §§. da 533 a 337 , o 539 e 340. 

Descrivere la sezione conica per cinque punii. 341 

Assegnasi la epccio di questa ; o si mostra come ai possa 
esibire la tangente la curva da descriversi in ciascun de' pun- 
ti itali , senza prima determinare la posizione del centro. 342 e 343 
Descrivere la sezione conica che tocchi cinque rette date, 344 
Nota a' §§. da 341 a 344. 

Si enunciano altri problemi di quesU stessa specie. 346 
Descrivere una sezione conica di dato parametro , e fuo- 
co , che tocchi in un punto dato una retta di silo. 347 

Descrivere una lezione conica con dato fuoco,ehe toccando in 
un dato punto una retta di sito, vi abbia una data curvatura. 348 
Che i determinanti per questa specie di problemi debbano 
necessariamente equivaiere a cinque punti dati di sito. 349 
Se in due lati opposti di un quadrilatero prendami due par- 
ti qualunque proporzionali a' lati tiessi ; la congiungente que' 
punti sarà, bisecata !>iel punto oc è incontrala dalla retta , 
che unisce i punti medii degli altri due tali d.l quadrilatero , 331 


Digiiized by Google 


indice 


LXXXIX 


Il luogo gtomtiritoiit etniri dell* in/ùiite sezioni coniche, 
iicritlibili in un dato quadrilatero , é una retta data di sito , 
che passa pe' punti mtdii dette tu* tre diagonali . 553 

Nola a' §§. 551 . e 552. 

Importanza , ed utilità di questo bollissimo teorema . 553 

LIBRO V. — Della misuba delle seziom comuie ■ e 
de' solidi che da esse si ge.xebako . 

Cab. I. PrcDoziooi a questo argomento. 

Nota. 

Definizioni del conoide, e delle sue diverse fpecie;della ife- 
roid* , e dell' ellissoide ; del cilindroide , e perchè cosi dello, 55'» — 557 
Che intendasi per scala dell* normali di una curva. 558 

La scala dell* normali di una parabola . è u»' altra parabo- 
la identica , che ha il vertice * ’l fuoco , rispetiicameni* , nel 
punto di sublimità , e nel vertice della parabola proposta. 559 
La scala delle normali di una data elliue riferita, all' atte 
maggiore , è un' altra ellisse , che ha comune con la prima 
curva il cenlro , e l'-atte minore , e li ette per atte maggiore 
la terza proporzionale in ordine alla distanza de' fuochi , ed 
aliaste maggiore deli ellisse data. 560 

Lo stesso por l' iperbole rapportata all' asso primario. SCI 
La scala delle normali di una data ellisse rapportata alias- 
se minore i il convesso deli iperbole concentrica ali ellitte , 
avente i atte maggiore di questa per atte primario , e per at- 
te secondario la terza proporzionale in ordine alla doppia ec- 
centricità deli ellitte , ed al temiatte minore di questa. 562 
Lo stesso por l' iperbole rapportata all' asso secondario. 563 
Due note po' §§. da 559 a 563. 

Se in una curva rapportata ad un diametro t'(crivansi con- 
finuamenle de' parallelogrammi , neli angolo delle coordinale, 
e le ti circoscrivano i corrispondenti , e di etti ti minori tem- 
pre i altezza ; dovrà in fine la figura mistilinea terminare 
tanto nella somma de' parallelogrammi iscritti , che in quella ' 

de'circotcrilti — E te quel diametro sia i atte , rivolgendoti 
intorno ad euo la curva co' rettangoli iscritti , e circoteritti ; 
il solido generato dalla figura mistilinea dovrà terminare tan- 
to nella tomma de' cilindretti iscritti , che in quella de' eir- 
cotcrilli . S6à— 565 

Se in due curve rapportate ad un diametro comune , le or- 
dinale corrispondenti alle stette ascisse sieno in data ragia- 
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«e ; anche le aje eorrùpondenli di lati curve eerberanti la 
ragione stessa — E se quel diametro sia t asse , rivolgendosi ‘ 
tali curve intorno a questo , i solidi generali saranno tra loro 
nella duplicata di quella ragione . 566 c 567 > 

Nota a' §§. da 564 a 567. 

Aggirandosi una figura curvilinea qualunque intorno al suo 
asse, la superficie che viene generata dalla curca sarà quarta 
proporzionale in ordina al raggio di un cerchio , alla circon- 
ferenza , ed alla corrispondente aja sulla scala delie stormali, 569 
Nota. 

Se ne deduco il modo da rappresentare la sopcrficio gene- 
rata , per un cerchio . 570 

I trilinei in\due fuolun^ue curve conicAe della medesima 
specie , i quali abbiano , per uno stesso diametro, una comune 
ascissa, sono tra loro in sudduplicata ragione de’ rispettivi 
parametri di quell'asse. — Ed i solidi generati da trilinei 
suddetti saranno come i parametri corrispondenti per tal asse 
nella curva generatrice. 5’^. 

Quindi: I trilinei ellittici, o iperbolici saranno come i dia- 
snetri coniugati rispettivi al diametro loro comune nel vertice. 

Ed i solidi da essi jenerafi rivolgendoti intorno al diame- 
tro comune , supposto che sia atte , saranno come i quadra- 
ti de' rispettivi assi coniugati. 

Un trilineo ellittico serba al corrispondente Irilineo del ter- 
ehio descritto dal diametro di quello , la ragione che ha a que- 
sto il suo coniugato . 573 e 57^ 

Un segmento sferoidale, o ellissoidale sta al corrispondente 
segmento tferico, dellasfera, che haper diametro l’asse rispet- 
tivo di quell’ellissi' generatrice, come i a questo V altro atte. 57!S, 

Ideile iperboli riferite agli stessi astintoti , tirando le ordi- 
nate per ascisse comuni ; i quadrilinei corrispondenti sono 
come le rispettive potenze di tali iperboli. — E se esse tie- 
ne parilatere , i solidi che vengono generati da que’ quadri- 
linei iperbolici rivolgendosi ihtornoSalle ascisse , sono in du- 
plicala ragione delle potenze di esse iperboli. 576^ 

La veriti del §.572 può estendersi convenevolmente a’tri- 
linei di quaUivogliano curve della stessa specie , descritte in- 
torno ad uno stesso diametro , c ad una comune ascissa. 577 
Nola 

Cap.ii. — I-a misura delle njc delle scaloni co- 
iiicbc, c dalle superGcie de’ solidi da.cssc generali- 
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Lo ipaxio faraboliee raeehiuto dalle coordinate ad «iit dia- 
metro , e dalF arco tra eeee , è due leni del parallelogrammo ' 
che completi dalle medetime coordinate. 678 

Nota. 

Ed i poi teiguiterzio del triangolo che rimila itcritto t» 
etto , congiugnendo il vertice del diametro della parabola , 
con l' eitremo deli ordinala, 581 

Gli spazi parabolici racchiuti Ira le coordinale a gualun- 
que diametri tono in ragion compatta dalle ragioni delle ri- 
ipetlive ateitte , e delle ordineUe. 579 

£ quelli corritpondenli ad un medetimo diametro tono in 
triplicata ragione delle temiordinale , 0 in tetquiplicala del- 
le ateitte . 580 

£’ ellitte tla al rettangolo de' tuoi atti , come t è un cer- 
chio al quadrato del diametro. 533 

Nola. 

E però : L' ellitte età al cerchio ad etsa circotcritlo , come 
V atte maggiore al minore. Ed all’ itcritto , come f oeie mi- 
nore al maggiore. 583 

Le ajt di due elUui tono Ira loro come i rettangoli de' ri- 
tpellhi att$ conjugali . 584 

Ed etitndo timili faranno in duplicala ragione de' loro at- 
ti maggiori , 0 pur de' minori . 885 

L' ellitte è quanto il cerchio del diametro medio propor- 
zionale tra i tuoi atti. 580 

Se le aiciMe deli' ipttMe tra gli attintoli tiene continua- 
mente proporzionali , i quadrilinei iperbolici coiritpondenti 
alle loro differenze saranno usuati- 
E congiungendo il centro dell' iperbole con gli ettremi del- 
le ordinate per quelle aiciige , i Irilinei iperbolici che rilut- 
tano saranno uguali a que' quadrilinei , e quindi Ira loro. 587 
Nota . 

■ y quadrilinei iperbolici corrispondenti alle intere aeciMC , 

laranno come i numeri naturali. 688 

E però que' quadrilinei saranno i logaritmi delle ritpeltive 
ateitte, 0 delle ragioni di queste al lato della potenza dell' i- 
perbole. 589 

Da che risulta, che : lo spazio attinlolico de II' iperbole i in- 
finito di grandezza. 590 

.Si assegna il modo di costituire sull' ord inala di una data 
iperbole Ira gli assiototi ud quadrilinvo iperbolico di data aja. 691 
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Io una data iperbole parilalcra, asaegnaai il rapporto di un 
suo quadrilineo al rettangolo delle coriiapondcnii coordinato. — 59i 

Ragioni del metodo adottato nella ricerca precedente 595 
Si assegna la misura di un trilinco iperbolico per ordinate 
all' asse. 596-599 

Si deducono dalla precedente proposizione due teoremi . 597 e 598 
Si rileva inoltre un nuovo paradosso geometrico , cioè ; So- 
tto tttnpn attegnabiU due segmenti iperbolici , la cui diffe- 
rtnsa eia gvadrabile , guantungue noi sia nessun di essi. 600 
Si assegna in più modi la quadratura della superfìcie di 
un conoide parabolico. 602 — 603 

Quella della superfìcie della sferoide. 60V — 605 

Quella del conoide iperbolico. 606 

Quella defr ellissoide , e del cilindroide. 608 — 610 

Sono conliiiuamcnle uguali le superficie dell' ellissoide e 
del cilindroide descritte^ con lo stesso asse primario, se f i- 
perbole abbia il semiasse secondario guanto la quarta pro- 
porzionale in ardine aW eccentricità dell' ellisse, ed a’ semias- 
si maggiore , e minore di essa. 611 

Gap. III. — La misura de’ solidi generati dalle 
sezioni coniche. * 

Rei conoide parabolico. , . 612 

Della sferoide. 614 

Del conoide iperbolico. 615 e 616 

Del solido generato dallo spazio assintotieo infinito di un'i- 
perbole parilatera. ' 617 

Del cilindroide. 618e019 

Gap. IV. — Della rettincazioue della parabola. 


La rettificazione di un arco parabolico. 620 

Se un iperbole parilatera abbia per asse primario il para- 
metro di una parabola , eoi comuns terlice ; le ordinate al dia- 
metro secondario deli iperbole «iranno rispttUvamente uguali 
alle normali nella parabola. 621 

Altro paradosso geometrico dell’ assegnazione di due ar- 
chi parabolici di differenza rettificabile. 622 

Si fa rilevare l' esibizione di un arco parabolico assegnata 
dal Cotcs senza dimostraziooo. 623 

Nota 
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PRei\OZIOM 

SULLE 

CURVE CONICHE 


1 . Dee. I. La retta ANM [Jìg. i .] , che passi per 
ua qualunque punto A della circonferenza del cer- 
chio AEG, e per un altro N posto in sublime, se mai - 
aggirisi d’ intorno a questo punto N , sempre rasen- 
te la detta circonferenza , e finche compia un per- 
fetto rivolgimento , dee descrivere una superficie 
curva , che superficie conica suol dirsi . E ’l solido 
terminato dal detto cerchio , e da quella parte del- 
la superficie conica, ch’è tra esso e l immobile pun- 
to N si dice cono : di cui il medesimo cerchio n’ ò 
la base , e quell’ immobile punto il vertice. 

2. Cor. La rella NM parie dell' altra AM , c posta al di 
sopra del punto N , dee benanche descrivere una superGcie 
conica nel propo.«to rivolgimenlo dell' intera retta AM. 

3. Dee. ii. I due coni GNAE , MNRe diconst 
opposti fra loro. 

4. Def,iii.L’ asse del cono CNAE è la retta ND 
condotta dal vertice di esso al centro della base. 

5. Dee, IV. E d un cono si dirà retto, o scaleno , 
secondo che il suo asse sia perpendicolare alla base, 
o vi s’ inclini sotto un angolo qualunque . 

I 
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PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

6. Se dal vertice del cono CNAE f^g^.a.Jad un 
qualunque punto F della superficie conica condu- 
casi la retta NF ^questa retta dovrà giacere sulla su- 
perficie proposta. 

Dim. La retta rotante allorché genera la superfìcie conica 
dee passare per tutti que’ punti , che potremo concepire in 
della superfìcie. Ella dunque dovrà passare pel punto F, che 
si è supposto essere in essa : e passandovi restcrh adattata 
sulla FN . Ma la retta rotante b sempre sulla superfìcie coni- 
ca : dunque quivi dovrà anche stare la retta FN , che con- 
gìunge il vertice N del cono col punto F della superfìcie di 
esso. — C. B. D. 

7. Con. La congiungente NF, se protraggasi giù del ver- 
tice del cono , dovrà incontrare la periferia della base in un 
punto E . 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

8. Se i due punti F, G [Jì^. a.] della superficie 
conica CNAE, i quali non sieno a diritto col verti- 
ce N del cono , si uniscano per mezzo della retta 
FG j questa retta dovrà immergersi nel cono. 

Dim. Si uniscano le rette NF , NG , ed esse protraggansi 
all’ in giù , finché incontrino la periferia della base ne’ punti 
E, A ^ e poi giungasi la retta EA . 

Ciò posto, la retta EA, che unisce i due punti E , A della 
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periferia della base , cade dentro al circolo CEA ( 2 . III.) : 
dunque il triangolo ENA, che ha per base la E A , dovrà im- 
mergersi nel cono CNAE. Ma la congiungeote FG giace nel 
piano di esso triangolo : dunque resterà ancor essa entro il 
cono CNAE. — C. B. D. 

9. Con. Una retta non può adattarsi nella superGcic di ua 
cono , se non combaci con un lato di questo solido . 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA . 

IO. Se il cono CNAE [^g. a.] sia segato dal pia- 
no CPQAj-che passi pel suo vertice j la sezione sa- 
rà un triangolo. 

Dim. Il proposto piano incontri la cireonferenza della ba- 
se del COBO ne’punli A, C. Egli è «biaro, che la retta rotan- 
te nel generar la snperficie di tal cono abbia dovuto passare 
pel punto A , eh’ è in essa , restando quivi distesa sul piano 
CPQA . Ma ella è benanche nella.supei Guie conica . Dun<{ue 
1’ è una linea retta la comune sezione del piano segante, e di 
quella parte della superGcie conica, eh' è verso A. 

Con simil ragionamento si proverà essere una linea retta la 
comune sezione del piano segante , e dell’ altra parte della 
euperGcie conica , eh’ è verso C . Ed essendo benanche una 
retta l' intersezione del piano CPQA c della base del cono , 
cioè la linea CA (i.El.XI.)\ dovrà esser terminata dalle tre 
rette NA , NC , CA la parte del piano rinchiusa nel cono . 
Onde sarà un triangolo tal sezione — C. B. D. 

1 1 . Def. V. Se il piano segante condotto per lo 
vertice del cono passi anche pel di lui asse \ la se- 
lione si dirà triangolo per l asse 
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, rnoposizioNE iv. ' 

teohena. 

12 . Se ilcono CNAEt^g.3.]segliisicolpianoLGR 
parallelo alla sua base ^ la sezione sarà un cerchio . 

SiM. Si prendano due punii G , R nel perimetro di siffat- 
ta sezione , ed uniscansi col vertice N per mezzo delle rette 
PÌG , NR, che protratte all' ingiii dovranno incontrare la pe- 
riferia (G.) della base ne’punti E, A. Di poi congiunto l’as- 
se ND , si tirino dal punto ov’ ei incontri il piano segante , 
a’ punti R , G , le rette FR , FG ; e dall’ altro punto D , 
ai ponti A , E , si conducan pure le rette DA , DE. 

E poiché il triangolo DNA sega i piani paralleli CEA , 
LGR , saranno tra se parallele le comuni sezioni DA , FR 
(16. A/.) ; onde il triangolo NDA, perchè equiangolo all’al- 
tro NFR gli sarà simile , c starà ND : NF DA ; FR. Per 
la medesima ragione si proverà essere ND : NF DE ; FG . 
Dunque sarà DA : FR :: DE : FG . Ma la retta D.\ è ugua- 
le alla DE, essendo esse raggi della base del cono ; adunque 
sarà benanche la FR uguale alla FG . E dimostrando nello 
stesso modo, che sia uguale alla FR ogni retta, che dal pun- 
to F si tiri al perimetro della sezione LGR, questa curva sa- 
rà cerchio, di cui il punto F n’ è il centro. — C. B. D. 

13. Con.1. Tutte le sezioni parallele alla base di un cono 
sono altrettanti cerchi, i cui centri sono allogati nell’asse di 
tal solido. 

1 A.Con. 2. E r intersezione di ciascheduno dì questi cer- 
chi con un triangolo per l’asse, è un diametro di esso. 

15. Con. 3. Che se un piano parallelo alla base del cono 
CNAE [flg. y.] non incontri la superficie di questo solido , 
ma bensì I’ altra MNRc, che V è opposta al vertice, con un 
simile raziocinio si proverà essere un cerchio cotesta sezio.. 
ne , c quindi un cono il solido MNRc (1. c 2.) 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOHEMA. 

1 6. Se per F asse , e per T altezza del cono sca- 
leno CNAM 40 conducasi il triangolo CNA, 
e su questo piano cada perpendicolarmente 1’ altro 
FER, incontrandolo nella retta FR, la quale tron- 
chi verso il vertice del cono il triangolo FNR simi- 
le al detto CNA , e succonlrariamente posto ( cioè 
che sieno gli angoli NFR , NRF uguali ad NAC , 
NCA, 1’ uno aU’altro) j anche la sezione FER, che 
suol dirsi succontraria , sarà cerchio. 

Dim. P rendasi nel perimetro di questa sezione il punto E, 
e l’altro M nella periferia della base del cono, e da essi coa- 
ducansi le E1,MD perpendicoliqi al piano CNA. Queste rette 
saranno parallele fra loro (Q.El Ai.) , e dovranno cadere 
sulle FR , CA respellivamenlo (38.E/.A/.). Inoltre condot- 
ta por lo punto 1 la retta GIB parallela alla CA base del tri- 
angolo per 1' asse , si distenda per le due rette £1 , GB il 
piano GEB , che sarà parallelo al piano CMA (15. A/.) , e 
sarà quindi un cerchio la sezione GEB (j>r.prec.) , di cui la 
GB n’ è un diametro. 

Ciò posto, r angolo esterno FGI delle parallele Gl , CD 
segate dalla terza FC è uguale all’ interno ed opposto GCA . 
Ma r angolo GCA è per ipotesi uguale a BRI . L’ è dun- 
que FGl uguale a BRI. Con che i due triangoli FGl , IBR , 
aicndo ancora uguali gli angoli GIF, BIR opposti al verti- 
ce, saranno sìmili ; c starà Gl : IF :: IR : IB. Onde il ret- 
tangolo di Gl iu IB sarà uguale a quello di IF in IR . Ma il 
rettangolo di CI in IB pareggia il quadrato della retta E1 tira- 
ta nel semicerchio perpendicolare alsuodiametro GB(5‘d.//7j. 
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L’ è dunque anche 1’ altro rettangolo di FI in IR uguale ai 
medesimo quadralo di £1 . Inoltre la FR si divida in parti 
uguali nel punto O , si unisca la OE, ed aggiungasi 01’ tan- 
to ad FIR , che ad EI’ ; n’ emergerà RO’ uguale ad OE’ ; 
e quindi RO uguale ad OE. Lo che polendo sempre dimo- 
strarsi per qualunque punto della sezione FER, sarà essa un 
cerchio. — C. B. D. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

17. Se nella base CTA del cono CNAD 

conducasi la corda TPD perpendicolare alla G A ba- 
se del triangolo CNA per T a»e, e per tal corda poi 
si distenda il piano TQD comunque inclinato alla, 
base del cono , e che non passi per lo vertice N di 
esso, un tal piano formerà nel cono una sezione cur- 
vibnea. 

Ed in questa' sezione ogni corda ERS, che sia pa- 
rallela a quella corda della base del cono , cioè alla 
TD , resterà divisa in parti uguali dai detto trian- 
golo per r asse. 

Part. I. Prcndansl nel perimetro della proposta sezione 
due qualunque punti T , c, comunque tra loro vicini ; e poi 
si congiunga la T c. Questa retta non dovrà passare per lo 
vertice del cono , altrimenti vi passerebbe hcnanclie il pia- 
no TQD, contro la supposizione : ond’clla dovrà cadere en- 
tro il cono CNAD . Ma la parte TU c del perimetro di quel- 
la sezione è sulla supcrCcic conica, c vi tiene i medesimi ter- 
mini della retta Te. Dunque la linea TH e dee essere uu ar- 
co sotteso dalla Tc ; e quindi sarà una figura curvilinea U 
proposta sezione. 
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Fakt. II. Per Io punto R, ore la retta ES incontra il pia- 
no CNÀ , ai tiri la GRB parallela alla CA , e si distenda 
per la ES , GB il piano GEBS (2.EI.XI.') , che sarà paral- 
lelo alla base del cono (iH.El.XI.) , e quindi un cerchio la 
sezione GEB (11.) , di cui n' è GB un diametro , e la sua 
circonferenza , come l’è di per se chiaro , passerà pe’ punti 
E ,S. 

Ciò posto , le due rette TP , PA essendo respettivamen- 
te parallele ad RE , RB , sarà l'angolo TPA uguale ad ERB 
(10. Jf/.) . £ quindi essendo il primo per supposizione ret- 
to , sarà retto benanche l’altro ERB. Dnnque il diametro GB 
del circolo GEB tagliando ad angoli retti la corda ES dovrà 
segarla in parti ugnali in R ( 3 . III.). E quindi la ES , eh’ è 
anche corda della curva TQD , resterà divisa per metà nel- 
r incontrare il triangolo ANC per l’asse, o la retta PQ eh’ è 
in esso, e nel piano segante TQD. — C.B.D. 

18. CoB. Dalla dimostrazione della prima parte del pre- 
cedente teorema è facile rilevare , che : la congiungcnte due 
punti presi nel perimetro di una sezione conica cada dentro 
di essa ; nè possa incontrarla in altro punto. 

ig. Def. vi. La comune sezione di una curva 
conica, e di quel triangolo per 1’ asse , eh’ è biso- 
gnalo jier la genesi di essa, cioè la retta PQ[y?g.5.], 
si dice diametro di una tal curva. E le sue ordina- 
te sono quelle corde tra loro parallele, ch’ei divide 
in due parti uguali. 

20 . Def. vii. Inoltre ciascuna metà di un’ ordi- 
nata dee dirsi semiordinala . E quando diremo si 
ordini al diametro una retta per un dato punto , 
vuol intendersi , che per quel punto debba disten- 
dersi un’ ordinata alla curva, o una semiordinata . 
Finalmente il vertice diana sezione conica è quel 
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punto , ove il diametro di essa l’ incontra -, come 
sarebbe nella Jig. 5 il punto Q. 

31 .Def. vili. L’ asse di una sezione conica è il 
diametro , che insiste ad angoli retti alle sue ordi- 
nate. 

33. Def. IX. La parte del diametro eh’ è tra ’l 
vertice della sezione , ed una di lei ordinata , suol 
chiamarsi ascissa corrispondente ad essa ordinata . 
E r ascissa, e la sua semiordinata considerate insie- 
me chiamansi coordinate. 

Cosi le rcllc QR,Q'' ] sono le ascisse corrisponden- 

ti alle scmiordinatc RS , rs : e le due QR , RS ne sono le 
coordinate . 

23. Con. Se pel punto medio di un'ordinata di una cur- 
va conica , si distenda nel triangolo per 1' asse la parallela 
alla base di esso : il rellangolo delle parli di questa paralle- 
la , che restano dall una e dall altra parte di quel punto , 
sarà uguale al quadrato della metà della della ordinala . Cioè 
a dire sarà il rettangolo di GR in RB uguale ad RE’ . 

34. Def. X. La sézione TAD [fig.b.'\ si dirà pa- 
rabola , se il suo diametro QP sia parallelo a quel 
lato del triangolo per 1’ asse , eh’ è opposto a tal se- 
zione, cioè al lato NC. 

35. Def. XI. E si chiamerà ellisse [ Jìg.6.} quel- 
la sezione conica , il cui diametro incontri sotto al 
vertice del cono quel lato opposto del triangolo per 
r asse , qual sarebbe la curva QELD. 

2G. Ma questa poirebb' essere cerchio , se il cono fosse 
scaleno, e quivi luccontraria ( 1G.) la detta sezione. E tran- 
ne questo caso , una tal sezione , che torna in se stessa , ò 
diversa dal cerchio. 
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a7.DEF.xl1. Finalmente si dirà iperbole 
la sezione DQT, se ’l suo diametro QP incontri so- 
pra del vertice del cono il lato opposto del detto 
triangolo per 1’ asse . E se il piano segante DQT 
producasi insino al cono opposto FNL, ei formerà 
in questo cono un’ altra iperbole MLr. E le due i- 
perboli DQT, MLr si diranno sezioni opposte. 

28. Con. Tanto nell’ ellisse , che nelle iperboli opposte con- 
iengODsi due vertici, cioè i punii Q, L. 

aq. Def.xiii. La retta QL [fig.G.c 7.], che uni- 
sce i due vertici Q , L dell’ ellisse QELD, o delle 
sezioni opposte DQT, MLr, dicevasl lato trasver- 
so da.’ geomelvì antichi*. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

3o. Se da qualunque punto M [^g.8.] del dia- 
metro QP di una curva conica gli si elevi la per- 
pendicolare MT , terza proporzionale in ordine al- 
r ascissa QM , ed alla semiordinata MN , che cor- 
rispondono al detto punto j l’estremo di quella per- 
pendicolare starà sempre in una retta data di posi- 
zione che si dirà re^o/<i/r/’ce. 

Din. Da un qualunque altro punto m del diametro QP ti- 

* Vedi il §. 15. Storia delle Sez. Con. 

' Una retta è data di posizione , se mai passi per due punti dati . E 
questi due punti sarebber nel nostro caso i due estremi di cotestr per- 
pendicolari. 


Digitized by Google 


IO 


Prenozoini 


risi la mi perpendicolare alla mi , e terza proporzionale do* 
po le coordinale Q ni, tn n. E poiché il quadralo di NM, per 
ipotesi, è uguale al rellaugolo QMT, ed ei fu dimostrato bo- 
nancbc uguale all’ altro rettangolo RMB (23.) ; saranno tra 
se uguali cotesti due rettangoli, e reciprocandosi le loro ha* 
si ed altezze starà QM : MB IIM : MT ; ed in simil modo 
si dimostra dover essere Qm : mb mi : mi. Ma sono uguali 
le due prime ragioni di queste due analogie , cioè quelle di 
QM ad MB, e di Qm ad mb, pe' triangoli simili QMB, Qm6. 
Dunque saran pure uguali le altre due ragioni : cioè a dire 
dovrà essere RM : MT :: mi ; mt ; e permutando RM : rnt 
:: MT : mi . Ciò posto , nell’ ellisse , e nell’ iperbole [fig.S. 
n.2 c3.] , ove il diametro di ciascuna di queste sezioni in- 
contra in P il lato opposto del triangolo f>er l’asse, sta RM 
: rm PM : P m . Dunque dovrà esser benanche PM : Pnt 

MT : mt. Ed i punti T, l saranno allogati nella retta PT 
data di posizione, che passa pe’ punti P , T. 

Ma nella parabola la RM [ ftg S-n.I.} è uguale alla rm , 
per esser parallele le due rette QP , Rr (24.) . Onde dovrà 
essere la MT uguale alla mt ; o quindi i due punti T , 
dovranno giacere in una parallela alla PQ data di posizione. 
— C.B.D.' 

31. Con. Dunque la regolatrice nella parabola è parallela 
al diametro di essa. Ed in ciascheduna delle altre due sezio- 
ni ella incontra il diametro nell’ altro vertice P, eh’ è oppo- 
sto a quello, di dove abbiam computate le ascisse. 

3 a. Def. XIV. Parametro di una sezione conica 
dicesi la perpendicolare QA elevata al diametro dal 

• Questa nuova proprietà dello curvo coniche , nuovamento ravvi- 
sata nell' idea della regolatrice , non solamente si appartiene alla pa- 
rabola , air ellisse, ed alt iperbole , ma benanche atccrchio, ed al tri- 
angolo . Ed ella potrebbesi generalmente enunciare nel seguente modo. 
Ciatfutia lemiordinata di una gualunq^e tezione conica i media pr». 
poriionale Ira le coordinale di una retta data di potizionc. 


Digitized by Google 



sulle curve coniche 


1 1 

vertice Q della sezione, e distesa insino alla regola- 
trice AP . Questo parametro dicevasi lato retto da’ 
geometri greci *. 

33. Scol. Dal proposto teorema , che manca neHe altre 
istituzioni , potremo ritrarre i seguenti vantaggi didascalici . 
1. Con una medesima agevolissima nozione verranno deCni- 
ti non solo i parametri de’ diametri primitivi delle tre curvo 
coniche , ma que’ parametri altresì , che vi sì avranno poi a 
considerare. II. Da questo teorema dovranno discendere im- 
mediatamente le proprietà caratteristiche delle dette curve. 
III. E da esso potrem dedurre una proprietà generale di 
queste curve , ed è , che : Ogni semiordinata sia media pro- 
porzionale tra r ascissa computata daW un vertice della sezio- 
ne, e la corrispondente ordinata alla regolatrice , che pas- 
si per r altro vertice. Intanto vuol sapersi, che quest’ ordina- 
ta non è che la perpendicolare elevata alla detta ascissa dal- 
l’estremo di essa, e prodotta sino alla regolatrice. E dee av- 
vertirsi , che nella parabola cotesta regolatrice debb’ essere 
parallela al diametro. 

PROPOSIZIONE VIIL 

TBonBMa (o). 

34- Una linea retta tirata nel piano di una cur- 
va conica non può incontrarla in più di due punti. 

Dim. Imperocché sia la retta ES \flg.9.\ segnala nel pia- 
no che ha prodotta la enrva TQD nella superficie conica 
CDAN : è chiaro che 1’ altro piano condotto per la ES e pel 
vertice N del cono segnerà in tal superficie due suoi lati NE, 
NS , e che gl incontri della ES con tal superficie , e quindi 


Vedi il là Storia dtlk Sez, Co». 
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con la curva TQD in essa segnata , non possono essere che 
quc’ soli punii ne’ quali la £S intersega le NE , NS. 

3ó. CoK. 1. Nella parabola TQD [ 5. ] , il piano che 

passa pel diametro QP, e l verlicc N essendo il triangolo per 
r asse CNA, al cui lato NC è parallela la QP ; si vede però 
clic questa non possa incontrare che nel solo punto Q la su- 
perficie conica , e quindi la curva TQD. £ però che i due 
rami di questa debbano continuamente divergere dal diame- 
tro QP. 

Lo stesso per qualunque altra' parallela alla QP , condotta 
nel piano di tal curva. 

36. Con. 2. E nell’ iperbole DQT [/Ig.T.] il piano pel dia- 
metro QP, e |)el vertice N, essendo pure il triangolo per l’ as- 
se, si vede che la QP non possa incontrare la superficie conica 
ADCN , ma si bene quella del cono opposto LNF : e quindi 
che il diametro QP dell’ una iperbole debba divergere conti- 
Buameute da’suoi rami , ed andare ad incontrare l' iperbole 
opposta MLr, divergendo ancora da’ rami di questa. 

37. ScoL. La proprietà delle tre curve coniche per l'inter- 
sezione con una retta, che si è qui dedotta dalla semplicissima 
loro genesi per sezione , e che da Euclide fu dimostrata pel 
cerchio , ed apparticnsi ancora al triangolo per ogui due la- 
ti, è fondamentale per la loro natura, ^ per le proprietà di es- 
se ; e però conveniva assolutamente premetterla alle ricerche 
particolari sulle medesime, che dovremo esporre nc’ seguen- 
ti libri . 
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DELLE 

SEZIONI CONICHE 

TBimo. 

DELLA PARABOLA. 

■ ■! « » < - 

CAPITOLO I. 

De' diametri della parabola. 


PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 7 '! 

38. Nella parabola NQB [_/?ì,mo], il quadralo di 
una qualunque semiordinata NM , è uguale al ret- 
tangolo del parametro AQ nell’ ascissa QM , che 
corrisponde alla detta semiordinata. 

£d i quadrali di due qualunque semiordinate 
NM , nm sono proporzionali alle loro corrispon- 
denti ascisse QM , Q/». 

Din.Part.i.To qualunque sezione conica il quadrato della 
seni iord inala NM pareggia il rettangolo della sua ascissa QM 
nella MT, che si eleva dal punto M perpendicolarmente alla 
delta ascissa, e si distende inaino alla regolatrice AP (30.). 
Ma nella parabola cotesla regolatrice c parallela al diametro 
QM , onde la della perpendicolare dee uguagliare il parame- 
tro QA, Dunque saritNM’ uguale al rettangolo di QM io QA . 
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► 

Pabt. li. Ed essendo i dne rettangoli di QM in QA , e di 
Qm in QÀ , per avere la medesima altezza QA , nella ragio- 
ne delle loro basi QM , Qm ; anche i quadrati delle semior- 
dinate NM ,nm, che si sono dimostrati pareggiare que’ due 
rettangoli respettivamente, dovranno essere nella ragion delle 
QM,Q/n, cioè come le loro corrispondenti ascisse.— C.B.D. 

39. CoB. Nella parabola al crescer delle ascisse crescon 
benanche le loro sottoposte ordinate ; sebbene sian queste 
non già nella ragion di quelle , ma nella sudduplicata . Dun- 
que r è forza , che i rami eurrìlinei di una tal curva diverga- 
no continuamente fra loro , e dal diametro eh’ è in mezzo ad 
essi. E lo stesso dee dirai di ogni parallela al diametro con- 
dottagli entro l’ anzidetta sezione *. 

40. Def. I. La tangente di una sezione conica è 
quella retta , che in un sol punto incontra una tal 
curva , e ne ha fuori di questa tutti gli altri suoi 
punti . 

Coltila langtnle si dirà poi verticale, o laterale, tecondo che 
V avrem condona dal vertice della sezione ,oìnun altro quor- 
lunque ptpUo del perùnelro di essa 

PROPOSIZIONE II. 


4 1 . Nella parabola , se 1’ ascissa AM [fig. 1 1 , 
che corrisponde all’ ordinata NG , producasi al di 
sopra del vertice A , sinché la parte prodotta AP 
adegui la medesima ascissa : dico esser tangenti di 

* Ciò si era già rilevato nel §. 3S. 

* Questa deGoizioee nell' adattarsi alle curve di un grado più eleva- 
lo ha bisogno di alcune limitazioni. 


Digitized by Google 


della paràbola l5 

tal curva le dne rette , che tmiscono restremo P di 
quella parte protratta con ciascon estremo della 
detta ordinata . 

£ l’angolo mistilineo ANP, compreso dalla para- 
bola e dalla tangente , noq potrà mai dividersi per 
una retta. 

Dm. Pabt. it Nella retta PR prendasi ove ne piaccia il 
pnnto R , e da esso si conduca la BR parallela alla NM , in- 
contrando la parabola in T . Sarà BR : NM :: PR : PM, a ca- 
gion de’ triangoli simili BPR , NPM ; e quindi BR* : NM* 
;; PR* ; PM*. Ma per la natura della paiabola NAG, sta NM* 
a TR* come AM ad AR (38.) , o come il rettangolo di MA in 
AAP all’ altro di RA in 4AP (1 VI.'). Laonde sarà , ex a e- 

quo , BR* : TR* :: RP* : RA X 4AP (22.£/. V.) . Ma l’ è poi 
RP’ maggiore del rettangolo di RA in 4AP (8. £/.//.). Adun- 
que saràBR’ maggiore di TR’; equindìBRma^iorediTR, 
e ’l punto B dovrà cadere fuori della curva NAG . E dimo- 
strando in simil modo , che ogni altro punto della PB , tran- 
ne il solo N, stia fuori della detta curva, la PB sarà tangen- 
te della parabola NAG ( 40. ) . E lo stesso varrebbe per l’ al- 
tra retta , che unisce i punti P , G . 

Pabt. ii . S’è possibile , la retta N p divida l’ angolo ANP 
del contatto; ed ella incontri le PA in Un punto p sottoposto 
all’ altro P. In tal supposizione tolgasi dal diametro AB l’ a- 
scissa Ant aguale alla p|A , ed ordinatavi per m la mn , si n- 
DÌsca la retta pn. La congiunta pn , per la parte 1. di questo 
teorema , sarà tangente della parabola inn ; e prodotta aU’in 
giù , non potendo cadere entro la curva, dovrà necessariamen- 
te incontrare la NP , e molto più la N p. Dunque le dne rette 
N p , n p dovranno segarsi in due punti . Lo che ripugna . 
— C. B. D. 

Wl. Coa. 1 . In questo teorema conlieiui quel geometrico ar- 
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tifìcio,cbe convien usare nel condurrclatangenlc pernii pun- 
to dcHa parabola, il qual non sia il vertice della della sezione. 

43. Con. 2. E se voglia condursi la tangente alla parabo- 
la nel vertice di lai curva , basterà menare per esso la paralle- 
la ad una soltoposta ordinata. Imperocché , se mai tal retta 
suppongasi cadere dentro alla curva ; élla ne sarà un’ ordina- 
ta. £ 'l diametro che dovrebbe passare per lo punto medio di 
essa , qui passerebbe per un suo estremo ; eh’ è assurdo. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

/(4-Se da qualunque pnnto C \fig. i a.] della .pa- 
rabola AQC si tirino le due rette CB , CN , 1’ una 
parallela alla tangente verticale AP , 1’ altra alla la- 
terale QS, ed esse protraggansi finché incontrino in 
B,N il diametro AB della sezione; il triangolo CBN 
formato da quelle rette uguaglierà il parallelogram- 
mo PTBA corrispondente al detto punto. 

Dim. I due triangoli QMS, CBN bauno coincidenti i lati 
SM, NR , egli altri lati di essi, come ne appare, sono respct- 
tivamentc paralleli tra loro.Dunquc essi saranno equiangoli, e 
quindi simili, e però in duplicala ragione de’ loro lati omolo- 
ghi ( 19. Et. VI. ) . Vale a dire starà QMS : CBN MQ’ : 
BC’ . Ma per la natura della parabola sta MQ’ : BC’ MA : 
BA (38.; : : MAPQ ; BAPT {\. Ei. VI.) . Dunque sarà pure 
QMS : CBN :: MAPQ : BAPT . Ma il Iriagolo QMS adegua 
il parallelogrammo MAPQ ; poiché queste due figure sono 
fra le medesime parallele MS, PQ , e la prima di esse ha Una 
doppia base dell’altra , essendo la MS doppia di MA (41 .). 
Dunque sarà benanche il triangolo CBN uguale al parallelo- 
grammo PTBA. — C. B. D. 
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PROPOSIZIONE IV. 

TBOBBMA. 

45. La retta QD [fig. i 3 .] , che da un qualun- 
que punto Q del perimetro parabolico AQC condu- 
casi parallela al diametro ÀB di una tal sezione , 
divide io due parti uguali ciascuna delle corde AC, 
FH, ec., che sono parallele alla tangente nel detto 
punto Q. Onde tal retta ne sarà un altro diametro, 
che ha le dette corde per ordinate. 

Dm. Gas. 1. La corda AG incontri il diametro AB della 
sezione nel vertice A ; e per lo punto C , eh’ è I’ estremo in- 
feriore di essa corda , si ordini la GB al detto diametro . Sa- 
rà il triangolo CAB uguale al parallelogrammo BAPD (prop. 
prcc.) . Dunque tolto da essi il comune trapezio DLAB , do- 
vrà restare il triangolo GDL uguale all’ altro APL , Ma que- 
sti triangoli sono anche simili : dunque dovranno pareggiarsi i 
loro lati omologhi GL , LA ; onde la QM divide in parti u- 
guali la corda AG nel ponto L. 

Gas. 2. In oltre la corda HF incontri il diametro AB della 
sezione nel ponto O sotto il verticedi essa . Da’ suoi estremi 
F , H si conducano le ordinate FÈ,HK al detto diametro AB. 
Sarà , il triangolo FEO uguale al parallelogrammo EAPG 
{prop.prcc.) . Dunque aggiungendovi di comune il paralle- 
logrammo KEGM , risulterà lo spazio FGMKO uguale al 
parallelogrammo KAPM , o. al triangolo OKH , che gli è u- 
guale(44.). Il perchè, se dagli uguali spazi OKH, FGMKO 
terremo il comune trapezio MNOK , rimarrà il triangolo 
HMN uguale al suo simile FGN . Dunque ì loro lati omolo- 
ghi FN , HN saranno uguali , e la corda FH sarà divisa in 
due parti uguali dalla QM. 

Gas. 3. Finalmente la corda EC [Pg i2.] incontri il dia- 

ó 
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metro AB della sezione nel punto N oltre il vertice di essa . 
Sarli chiaro , che condotte al diametro AB le ordinate GB, 
ED da’ termini di essa corda , debbano essere i triangoli 
CBNjEDN respcttivamenle uguali a’parallelogrammi BAPT, 
DAPR {jìrop.pi-cc. ). Dunque sarà il trapezio CtiDB, diffc- 
rcnzji di que' triangoli, uguale al parallelogrammo TBDR, 
dificrcnza di questi parallelogrammi. E quindi togliendo da 
queste grandezze uguali il comune pentagono TLEDB, ri- 
marrà il triangolo CTIi uguale al suo simile LRG.E dovendo 
essere uguali i lati omologhi GL , LE di essi triangoli , la 
QT dovrà dividere per metà la corda EG . Dunque la QM 
[fig. ] può aversi per un altro diametro della parabola , 
avente per sue ordinate le corde AG, EH, parallele alla QS 
tangente di tal curva in Q. — C. B. D. 

4G. Goa. 1. La parabola è suscettiva d' iurmili diametri , 
che vi saranno condotti da ciascun punto di tal curva paral- 
leli al diametro primitivo , cioè a quello, che vieti dalla gene- 
si di essa esibito. 

47. Goa. 2. Nella parabola i punti medii della corde pa- 
rallele ad una 'tangente di essa , e 'I contatto di questa retta 
sono posti per dritto , e trovansi allogati in una parallela al 
diametro primitivo . Dunque una retta , che unisca due di 
questi punti , o che conducasi per uno di essi parallela al 
diametro primitivo, dovrà passare pe’ rimanenti. 

4 8. Gob. 3. E perciò la retta, che congiunge i punti medii di 
due corde parallele,. sarà un diametro della curva. Ed u.ta corda 
perpendicolare a quella congi ungente sarà un'ordinata all' as- 
se . Ond' ci si potrà esibire col solo condurre dal punto medio 
di quest' ordinata la parallela all ansidetta con giungente. 


Digitized by Google 



(kUa parabola 
PROPOSIZIONE Y. 




TEOBEMA. 

• 

49.1 quadrati delle semiordinate CL,HN[ y. i 3 . J, 

0 delle intere ordinate al dianaetro QM, sono pro- 
porzionali alle loro corrispondenti ascisse QL,QNv 

Dim. Iji reità QP , a cagione del parallelogrammo QPAX , 
adegua I’ altra AX ; ed è poi la retta SA uguale alla medesima 
AX {prop, i.') : dunque saranno uguali le due QP , AS ; eiTi 
triangoli QZP,AZS dovranno pareggiarsi (2G. E/./.). Il per- 
chè , aggiungendo a’ detti triangoli il sottoposto pentagono 
DQZAB, risulterà il parallelogrammo DPAB uguale al trape- 
zio SQDB.Ma un tal parallelogrammo si è dimostrato uguale al 
corrispondente triangolo ACB. Dunque sarà il trapezio SQDB 
uguale al triangolo ACB : e tolto da essi il comune spazio 
DLAB ; dovrà essere il triangolo LCD oguale al parallelo- 
grammo LQSA. 

In simil modo può dimostrarsi , che sia il triangolo HNM 
uguale al parallelogrammo NQSO . Dunque ì due triangoli 
LCD, NHM saranno proporzionali a'parallelogrammi LQSA, 
NQSO. Ma qne'irÌ3ngoli,avvcgnacchè simili, sono come i({ua- 
drati de’ loro luti omologhi CL, UN ; e questi parallelogram- 
mi , per avere la medesima altezza sono proporzionali ^c 
loro basi QL,QN. l aonde sarà CL’ : UN’ ;:QL : QN j cioè 

1 quadrali delle scmiordinale del diametro QM , e eoa ciò. 
quelli dello intere ordinate sono come le corrispondenti loro, 
ascisse. — C. B. D. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOnEMA.. 

Se.. Nella parabola QFA i 4 -ì z 
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qualunque punto L del diamelo QN gli si elevi la 
perpendicolare LI terza proporzionale dopo 1’ ascis- 
sa LQ, e la semiordinata LA, corrispondenti a det- 
to punto j r estremo I di tal perpendicolare sarà al- 
logato in una parallela al detto diametro data di po- 
sizione . 

Questa retta jì dirà benanche regolatrice. 

Dim. Uo’ altra retia NY anche perpendicolare al diametro 
QN in un altro punto N sia terza proporzionale dopo le coor- 
dinate QN, NF. Saranno i quadrali delle LA, NF rcspelli- 
vamente eguali a’rettangoli di QL in LI, e di QN in NY. Ma 
quei quadrati sono proporzionali alle ascisse QL, QN. Dun- 
que saranno i rettangoli di QL in LI, di QN in NY, come le 
loro hasi QL, QN : ond'essi dovranno avere uguali le altezze 
LI, NY ; ed i punti I , Y dovranno trovarsi io una parallela 
alla QN. - C. B. D. 

5 1 . Def. II. La perpendicolare, che si eleva ad 
un qualunque diametro della parabola, dal vertice 
di esso, e si distende insino alla regolatrice, si dirà 
parametro di tal diametro. E si chiamerà parame- 
tro principale quello che all’ asse appartiene. 

PROPOSIZIONE VII. 
teoubma. 

Sa. Il quadrato di ciascuna semiordinata ad un 
qualunque' diametro della parabola è uguale al ret- 
tangolo della sua ascissa nel parametro. 

La dimostrazione di questo teorema traluce io quella del 
precedc&U , e nell’ addotta definizione. 
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53: Cor. 1. Questa proprietà della parabola , cbe nella 
prop. I. erasi proposta per lo diàmetro primitiTo di una tal 
curva, qui acorgesi uuiversaliazata per tuli’ i diametri Ed 
in conseguenza di uu ial principio peUà stabilirsi Ira le al- 
tro cose la verità seguente. 

'54, Cor. 2. Se V ascissa corrispondènte std un ordinata di 
qualunque diametro , ai protragga fuori la curva , finché la 
parte protratta pareggi quell'ascissa ; saranno tangenti essa 
curva le rette , che uniscano f estremo della parte protratta 
coti ciaseun estremo della detta ordinala. Ma il teorema con- 
verso sarà esibito nella prop. ix. 

55. Cor. 3. 11 parametro di ciascun diametro della para- 
bola potrebbesi dclinire esser la terza proporzionale in ordi- 
ne ad un ascissa, che vi si prenda, ed alla semiordinata cor- 
rispondente. 

PROPOSIZIONE Vili, 
teorema. 

56. Nella parabola MAO i5. ] il parame- 
tro di qualunque diametro MG supera quello del- 
r asse AT per io quadruplo dell' ascissa AN , che 
vi determina nell’ a.sse 1’ ordinata condottagli dal 
vertice di quel diametro. 

* Questa vcriti che suol condurci per un sentiero di luce , quando 
gromclricamento si rilevi , diventa di malagevoi conseguimento nel vo- 
lerla per le vie analitiche ricercare . Imperocché a tal uo|K> ne abbiso- 
gnerebbe il passaggio da un sistema di coordinato obblique' ad un altro 
di coordinato anche obbliiiuc, che arrestò i passi all'Eulero.E se voglia- 
si agevolare un tal passaggio col supporre cori atnuii analisti,- che il dia- 
metro sia r asse dclbi parabola , e retto il cono, d' onde si generi questa 
curva , ai renderà multo particolare colesla (O tesi , e poco decente 
all' Analisi moderna . ' 
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Dih .ÀI punto 1^1 della próposla parabola conducasi la tan- 
gente DM ('<•.) , la quale' incontri l’ asse nel pnulo D. Sarà 
lu DA uguale alla ÀN.Impcroccliò, se ciò si neghi, si pren- 
da nella AD l'altra S.d uguale alla ÀN. La -congiunta Mti sa- 
rebbe tangente della parabola nell’ ìstesso punto M (36.) , 
dividendo T angolo AAID del contatto , di’ è un assurdo . 
Quindi c , che menata per lo punto A la retta AH parallela 
alla tangente MD, debba essere la MR uguale alla AN , es- 
sendo amendue uguali alla DA. ’ 

Ciò posto, per la natura di tal curva, il tjuadrato di MN 
adegua il rettangolo di AN , o della sua uguale MR in AR , 
che sia il parametro dell'asse (52). È per la prop. 4. £/.//. il 
quadrato di DN, eh’ ò quadruplo di quello di AN,è uguale al 
rettangolo di MR in 4AN. Adunque il quadrato di MD,cJie'u- 
guaglia que'due quadrati, sarà uguale a’ due rettangoli di MR 
in AP , e di MR in 4x\N , cioè al solo rettangolo di MR In 
AP -f 4AN . Ma il quadrato di AR scmiordinata al diametro 
MG c uguale al rettangolo della sua ascissa MR nel parame- 
tro MQ. Dunque essendo uguali i quadrali delle MD , AR , 
saranno anche uguali i rettangoli, che ad essi abbiamo dimo- 
strati uguali , cioè di MR in AP 4AN , e di MR iu MQ. 
Onde dovr'a essere AP -f- 4 AN uguale ad MQ. — C. B. t). 

57. Cor. Nella parabola in minimo parametro è quello , 
che convicnsi all' asse . £ due diametri , i coi vèrtici sìeno 
equidistanti dall' asse , dovranno avere parametri uguali. 

58. Dkf. III. Se un diametro della parabola si 
produca oltre il vertice , finché incontri una tan- 
gente di tal curva , si chiamerà sóltan^ente la par- 
te del diametro , che resta tra quell’ incontro , e 
r ordinata per lo contatto. 

5g. Dkf. IV. La perpendicolare MQ od 

una tangente, MD nel punto M del contatto, pro- 
dotta iusino all’asse AQ, si dice normale j e si dirà 
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sunnormalc quella parte dell’asse, che tramezza la 
detta normale, e l’ ordinata condottagli per lo con- 
tatto , cioè la ^Q. 

PROPOSIZIONE IX. 

‘ TEOBENA. 

6o. Nella parabola la sottangente , qualunque 
sia il diametro , ove la prendiamo , è sempre dop- 
pia dell’ ascissa , che corrisponde all’ ordinata per 
lo contatto. 

E la sunnormale , che ha luogo nel solo asse , è 
metà del parametro principale. 

Din. Pabt. i. Sìa QM [fig-'IS-l un qualunque diametro 
della parabola FÀQIl , ed una tangente AP di questa curva 
lo incontri di P. Per lo punto À del contatto di tal retta , si 
tiri AL parallela a QZ tangente della parabola in Q : dico 
dover esser la sottangente PL doppia dell’ ascissa QL. 

La dimostrazione di questa verità può farsi come quella , 
eh' è nel principio della precedente dimostrazione. 

Frrt. II. Sia NQ [fìq. ‘16.~\ una sunnormale della parabo- 
la MAO , sarà il quadrato di MN , a cagione dell' angolo 
retto QMD , uguale al rettangolo di QN in ND. Ma lo stes- 
so quadralo di MN è anche uguale al rettangolo di NA nel 
parametro AP , per la natura della parabola. Dunque saran- 
no ugnali i due rettangoli di QN in ND , e di NA in AP . 
Onde dovrà stare NA : ND :: QN ; AP . Ma 1’ ascissa NA & 
metà della soltaugenle ND (^parl. i."). Dunque sarà benan- 
che la sunnormale QN metà del parametro principale AP . 
- C. B. D. 
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CAPITOLO li. 

Selle tangenti , e seganti della parabola. 
PROPOSIZIONE X. 

PROBLEMA. 

61 . Dato il punto P ^g.17.] fuori la parabola 
ABC -, condurle da esso la tangente. 

CosTRL'z. Dal dato punto P si tiri la PL parallela al dia- 
metro primitivo BD della parabola ABC. Dovrà quella ret- 
ta incontrar qnesla curva. Poiché condotta per lo punto P la 
PV parallela alle ordinate del diametro BD, ed insin che lo 
incontri , vi si tolga l’ ascissa BY terza proporzionale in or- 
dine al parametro del detto diametro, ed alla PV, c si ordi- 
ni la QY. Sara chiaro esser questa retta parallela alla PV ; 
e le sarà benanche uguale, per esser QY media proporziona- 
le tra ’l parametro anzidetto e la BY, al par della PV. Dun- 
que la proposta parallela, che dee passare per l’estremo del- 
la QY (33. £/./.), dovrà cadere sulla parabola. Inoltre si tiri 
al punto Q di questa curva la tangente QN , e presa la QL 
uguale alla PQ , si distenda per lo punto L la retta AC pa- 
rallela alla QN , che dovrà incontrar la parabola ne’ punti 
A , C . Finalmente si uniscano le rette PC , PA : dico es- 
ser queste le due tangenti condotte alla parabola dal dato 
punto P . 

Dm. Imperocché , per costruzione, la PLé doppia della 
QL : dunque tanto la PC , che la PA dovrà esser tangentu 
della parabola (41.) . — C. B. D. 

62. Con. l,a retta PL , che unisce il concorso delle due 
tangenti AP, CP della parabola AQC col punto medio L del- 
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la retta AC fra contatti , è il diametro di questa corda . !m- 
peroccbè se il diametro di ÀC fosse L/>, sarebbe dupla del> 
r ascissa tanto la sottangeote L/>, che 1’ altra Lr (58.). 
Lo ebe ripugna. 


PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

63, Se le due corde DA, BN 1 8. 19 ] della 
parabola ADN s’ intersegbino in C , dentro questa 
curva, o fuori di essa j i rettangoli DGA, BCN de 
loro segmenti , saranno proporzionali a' parametri 
GQ, IP de’ diametri GM, IL, di cui sono ordina- 
te le suddette corde. 

Dm. Cas.I. Dal punto C [flg- i8. ] dell’ intersezione di 
tali corde, il quale stia entro la parabola, si meni la CF pa- 
rallela al diametro GM, c dalle due CF,CM si compia il pa- 
rallelogrammo CMHF . E poiché i quadrali delle semìordi- 
nate DM , FH sono respetlÌTamente uguali a’ rettangoli del- 
le loro ascisse GM , GII nel parametro GQ ( 52. ) ; saré la 
differenza di quei quadrali uguale alla differenza di questi 
rettangoli : e la differenza de’ quadrali delle rette DM, FH, 
o delle DM , MC è ugnale al rettangolo DCA (5. £/.//.)-; 
e la differenza de’ rettangoli di GM in GQ , e di GH in GQ 
è il rettangolo di MH , o di CF in GQ . Dimostrando in si- 
mil guisa dover essere il rettangolo BCN nguale a quclltf , 
che si farebbe dalle due FC , IP ; sarà il rettangolo DCA 
all’ altro BCN , come il rettangolo di FC,in GQ a quello di 
FC in IP, cioè come GQ ad IP. 

Cas. 2. Dal punto C [ fìg. i9. ] dell' intersezione delle 
dette corde, il quale stia fuori della parabola Al)N , si con- 
duca la CF parallela al diametro GM,’ che dovrà in un pun- 
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10 F incoDlrarc la curva. Inollre per F si tiri la semiordinala 
FT al diametro IT ; saranno i quadrati di FT, e di BL ro- 
speltivamenle uguali a' rellaogoli di TI in IP , c di LI in 
IP. E quindi la differenza de' quadrati di GL, e di BL, cioè 

11 rettangolo NCB(6.E/.jf/.) pareggerà il rettangolo di LT, 

« di CF in IP . Similmente può dimostrarsi il rettangolo 
UCA essere uguale all’ altro di GQ in CF. Dunque siccome 
i rettangoli di CF in IP, e di CF in.GQ sono nella ragione d) 
IP a GQ, così gli altri rettangoli NCB, DC.\ saranno nella 
ragione de’ parametri IP , GQ. — C. B. D. 

l>/i.Con.1 .Se una corda IIK della parabola IIMK 

interseglii le due ordinate AB, CD di un qualunque diametro 
di tal curva ; i rellangoli d,' segmenti di queste ordinate saranno 
pnporzionali a' corrispondenti rettangoli de' segmenti di quella 
corda. Cioè a dire dovrà stare AEB : CFD :: HEK : IIFK. ' 
05. Con. 2. E se la detta corda incontri i diametri MR , 
PS della parabola ;i rettangoli del segmenti di essa corda saran- 
no proporzionali alle parti di que’ diametri , da essa troncati 
verso de' loro valici . Cioè dovrà essere MN ; PQ :: lINK : 
IIQK . Imperocché dal caso 1. si deduce , che sia [fìg-iS-l 
AMD : ACD MG : CF . 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

66. Se dal punto C [ Jìg. ai.] esistente fuori la 
paraliola ABIN cadano in questa curva la taugcnle 
C.A e la segante CN,che non sia parallela ad un dia- 
inelro -, il quadrato della langonle CA starà al ret- 
tangulo della segante CN nella sua parte esterna CB, 
come il parametro del diametro , ebe passa per lo 
contatto A , al parametro di quell’ altro diametro, 
che avrebbe per ordinala la parte interna BN di 
quella seganter 
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DiM;Dal pnnlo C si mcHÌ la CF parallela a4 diametro AD 
della parabola ; e per lo punto- F, ove quella inoontra la cur- 
va, conducasi la FE parallela alla tangente CA. Sarà il qjua- 
dralo della semiocdinala FE uguale al rettangolo della sua 
ascissa AE nel parametro del diametro AD ; cioè , a cagion 
del parallelogrammo ACFE , sarà il quadrato della tangente 
AC uguale al rettangolo di CF nel parametro di AD. Ma il 
rettangolo NCB si è dimostralo uguale all' altro di CF nel 
parametro di quel diametro , che avrebbe la NB por ordi- 
nala (cas.2.pr. 12.) . Dunque sarà il quadrato della tangen- 
te CA al rettangolo N'CB, come il rcUangolo diCF nel pa- 
rametro di AD all' altro della stessa CF nel parametro dei- 
diametro cni è ordinata la NB , cioè come il primo di que- 
sti due parametri all' altro. — C. B. D, 

67. Con. I- Si conduca dal medesimo punto C , I' altra, 
tangente CGalla parabola ABN. Sarà il rettangolo NCB al 
quadrato di CG , come il parametro del diametro, cui è or- 
dinata la NB al parametro del diametro , clic passa per lo 
contatto G. Dunque , per egualità ordinala, saranno t qua- 
drati dille tantjcnli tirate lUil piuito C alla sottoposta parabo- 
la ABN, cerne i purameiri dr diametri tirati pè contatti loro. 

68. Coi. 2. Se interseghinsi entro la parabola , o. fuori cli< 
essa due ordinale di due diametri, clic sieno ugualmente di- 
stanti dall' asse ; i rettangoli de segmenti di coleste ordinalo 
saranno tra se uguali : c pc’ quattro punti, ov' esse segati la 
curva, potrà passarvi un cerchio (3b.El.IIJ.).. 

69. Con. 3. E se una delle delle ordinate incontri la tan- 
gente menala al vertice delb altro diametro; sarà il rcttango- 
golo di quella segante nella parte esterna uguale al quadrato- 
di questa tangente. Onde il circolo desccillo per coleste due 
sezioni, e per lo contatto dovrà segir la parabola in que' due 
punti , ed insiem toccarla in quest' altro . Imperocché essca- 
do la prabola,'e ’l cerchio toccali da uua stessa retta , cd in 
un’ islesso punto, sarà mmocc di ogni angolo acuto rettilineo 
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tanto r angolo del contatto circolare, quanto quello del con- 
tatto parabolico . Onde la differenza di questi angoli , cioè 
quello delle dette curve, sarà molto minore di ogni angolo a- 
cnto rettilineo. £ ciò importa, perchè la parabola c’I cerchio 
abbiansi a toccare. 

70. Def. V. Tre grandezze si dicono essere ia 
proporzione armonica, se la massima di esse stia al- 
la minima, come I’ eccesso della massima sulla me- 
dia all’ eccesso di questa sulla minima. 

I numeri 6,4,3 sono in tal proporzione ; imperocché 
sta 6 : 3 :: 6 — 4:4 — 3 :: 2 : 1 . 

71. CoB. I .Se nella retta AE prendansi dall’ e- 

atremo A le due parli AO, AD, che Cacciano con essa un’ ar- 
monica proporzione, cioè (ale, che stia AE : AD :: AE — AO 
: AO — AD, ovvero AE : AD EO ; OD ; tal retta si dirà 
divisa armonicamente ne’ punti 0, D. 

Ed essendo AE ; AD :: EO : OD , sarà pure , permu- 
tando , AE : EO AD ; OD . 

72. CoB. 2. Vale a dire : una rettasi dirti divisa armoni- 
camente in due punti , quando f intera retta stia alC un de 
suoi segmenti estremi , come t altro estremo al medio. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOBBIIA. 

7 3 . Se da un punto A [yig'.ad.] esistente fuori la 
parabola GNE le si conducano le due tangenti AB, 
AG , ed una segante ADE , che incontri la detta 
curva in due punti jcotesta segante sarà divisa armo- 
niratnQnte dalla curva , e dalla retta fra’ contatti 

Di». Si divida per metà la retta BC fra’ contatti , e si uni- 
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sca il ponto di tal bisezione col concorso delle proposte 
tangenti , per mezzo della retta SA . La parte NS di questa 
congiungenle dovrà essere il diametro dell’ ordinata BC (62.). 
Inoltre da’ punti D , E si tirino le ordinale DL , EG al diame- 
tro NS , che incontrino la tangente ÀCF in H , F ; e per lo 
punto C si tiri la CM parallela alla NS 

£ poiché il rettangolo GFF sta al quadralo di FC , conto 
il parametro del diametro NK a quella dell'altro diametro 
CM (65.) : ed in questa ragione è anche il rettangolo LHD al 
quadralo di CH ; sarà GFE : LHD FC : CH* . Ma per la 
similitudine de’ triangoli KAF , PAH , staKF' : PH' :: KA' 
: PA' ; c perla simìglianza degli altri due KAE , PAD l’è 
anche KE' : PD’ KA’ : PA’. Dunqtaesarà KF‘: PH';;KE’ 
; PD* , e perciò dovrà essere (19. El. V. ) GFE : LUD 

KF’ : PH* FA* : HA* . Sicché uguagliando fra loro 
quelle ragioni, che si sono mostrate uguali alla medesima ra- 
gione di GFE ad LHD , sarà FC* : CH’ FA’ : AH* , ed 
FC : CH FA : AH. E quindi ancora EO:OD ::EA:AD. 

74. CoB. Dall estrcmo E della segante AE, al punto me- 
dio S della CB fra’contatti si conduca la retta ES , che in- 
contri la semiordinala DP in L, ed in V la sua parallela ti- 
rala per lo punto A . Sarà KE : PL ;; SK : SP , po’ trian- 
goli simili KSE, PSL.Ma è poi SK : SP OE : OD, ed OE 
: OD :: AE : AD; e questa ragione, pe'triangoli simili AKE, 
APD, è uguale a quella di KE a PD. Dunque sarà KE : PL 

KE : PD . Onde essendo uguali le PD , PL , il punto L 
dovrà cadere nella curva. 

E però : La retta ES , che da un punto detta parabola ECN 
conducesi al punto medio S detta retta BC fra' corUalU , e si di- 
stende tnsino alla AV parallela atta BC dal concorso dette tan- 
genti BA, AC, ò divisa armonicamente in S , L dalla retta BC, 
e dalla curva. 

75 . DEF.v 1 .Se da’ punti della divisione armonica 
di una retta s’ inclinino quattro altre rette ^ o con- 
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correnti ad uno stesso punto, o par parallele tra lo- 
to , tali quattro rette si diranno armonicaU. 

E nel primo caso ti patron dire armoaicaU concorrenti; tiel 
tecondo armonicali parallele. 

La proprietà di questa denominazione , datale dal de la 
Hire , si rileverà dall’ enunciazione del seguente lemma. 

E quelle ebe partono da' punti estremi della retta divisa 
* armonicamente le diremo armonicali estreme ; od armonicali 
medie le rimanenti dne. Le altre poi , che partono dal prima 
e terzo punto della divisione armonica della retta , o pure 
dal secondo e quarto , potran dirsi armonicali alterne ■ 

LEMMA. 

76. Se tra le rette armonicali se ne inclini un’al- 
tra , che le incontri , questa dovrà rimaner ancho 
divisa armonicamente ne’ punti d’ incontri. 

Quesla inclinata la diremo per brevità trasversale . 

Din. Le armonicali BA , DA , ES . , CA si(»o concorrea- 
ti in A [ flg.24.n.i. ] ; e tra esse conducasi la trasversalo 
THKM: dovrà questa rimaner divisa armooicamenle in H, K. 

Si tiri per un de’ quattro punti della divisione armonica del- 
la BC,e sia E, la PEN parallela ad una delle armonicali estre- 
me AB, e tra le armonicali alterne AG , AD ; sarà pe’ trian- 
goli simili ABC , NEC , AB : EN :: BC : EC ; e per gli al- 
tri ABD , PED starà AB : PE :: BD : DE . Ma è per sap- 
posizione BC : CE :: BD : DE. Adunque sarà pure AB : EN 
:: AB : PE , ed EN uguale ad EP . Laonde se pel punto K 
ove la trasversale FM incontra la AE si tiri la GKL paral- 
lela alla PEN , o alla AB , e tra le stesse armonicali alterno 
AC, AD ; dovrà questa rimanere anche divisa per metà in 
ed essere GK uguale a KL . Ma AF : GK :: FU : HK , ed 
AF : KL :: FM : MK. Adunque , sicoome AF serba ragio- 
si ugusdi àUe uguali GK , KL , coti dovrà risultare FU : 
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!TK FMì MK ; e però la FM sarà divisa armonìcameDte 
in H , K. — C. B. Z>. 

77. Coa. Rilevasi dalla precedeale dimostrasione , che se 
la retta GL sia parallela ad una delle armonìcali concorrenti , 
essa rimarrà divisa per metà dalle rimanenti tre armonicali. 
Così la GL parallela alla AB si è veduto rimaner divisa per 
meià in K tra le AD,AE,AC ; la KQ parallela alla AC \f.24. 
n.2.] il sarebbe in O dalla AD , e tra le AB , AE ; e la KR 
parallela alla AD il sarebbe in S dalla AC, e tra le AB, AE. 

78. Scol. E da ciò risulta un modo semplicissimo di as- 
segnar in una retta , in cui sien fissati tre punti A , D , C il 
quarto di armonica divisione , alterno ad un di essi , a B , 
per esempio. 

Imperocché preso fuori della retta BC [ flg.24.n.2. ] un 
punto A ad arbitrio , congiungansi le AB, AE, AC , e tira- 
ta per E la PN parallela alla AB, su cui non trovasi il pun- 
to B , si tagli la EP uguale alla EN ; congiunta la AP , se- 
gnerà questa nella BCiI quarto punto D dell’ armonica divi* 
aione alterno a C. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOUEMS. 

7 Q.Se dal punto R Lfig. a5. ] conducansi ad una 
parabola le due seganti RB , RT, e si formi il qua- 
drilatero ABTV, tanto i suoi lati opposti AV,BT, 
quanto le diagonali BV,AT, s’ intersegheranno sul- 
la retta FG, che unisce i contatti delle tangenti con- 
dotte da quel punto R. 

DiM.PsRT.i.iiirprtto a lati . — Si produca V un di essi , BT 
per esempio, finché incontri la FG io S, e si coogiunga la RS 

E poiché la RB é divisa armonicamente in C, ed A, tiran- 
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do la AS , U qaallro relle SR, SA, SC, SB amano le con- 
dizioni del lemma precedente ; e però la trasversale B.T sarli 
esse armonicamente divìsa : ma la RT l’ è già divisa si- 
milmente in D , e V (^prop.iS. ). Adunque la AS dovrà in- 
contrare la RT nello stesso punto V, in dove questa incon- 
trava la parabola. 

VAm.H.RelalivamtiUe alk diagonali — Sia P il punto d'in- 
contro di una di esse £V colla FG. Si congiungaao le PR , 
PA ; saranno allora PR , PA , PC , PB le quattro rette condi- 
zionale come nei lemma ; e perciò la trasversale RT, dovendo 
da esse rimaner divisa armonicamente , ne segue che la AP 
prodotta debba incontrarla in T. 

80. Con. Se le due seganti RB , RT [ flg.26. ] , caden- 
do dalla medesima parte della curva , 1' una di esse RT si 
avvicini tanto all’ altra RB fino a riunirsi , o per meglio dire 
esse non formino che la sola segante RB , allora le congiun- 
genti AV, RT si cambieranno nelle tangenti in A , B e per- 
ciò le medesime concorreranno io un puoi > colla retta tra’ 
contatti FG . Ed in fatti tirata per A la tangente , che in- 
contri la FG in S , se la SB non sia pur essa tangente della 
curva, dovrà segarla in un altro punto T ; ed allora congiun- 
ta la RT , che incontrerà la curva in un altro punto V , ne 
seguirebbe che le VA , TB sì avrebbero ad unire in un pun- 
to , che non è sulla FG ; mentre pel teorema dimostralo deb- 
bono concorrere su questa retta. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOKKMA. 

81 . Se per gli estremi delle seganti una parabo- 
la , ebe passino tutte per un punto dato le si tiri- 
no le tangenti ^ i punti del loro concorso saranno 
allogati in una retta data di posizione. 
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HK :: FH : MK , e però U FM sarò divisa aimonicamciAe 
ia H, K. — C. B. D. 

77.Coa.]lilevagi dalla precedente dimostrazione, che ogni 
retta parallela ad nna delle armonicali concorrooti rimarrà 
divisa per metà dalle rimanenti tre armonicali . Cosi la GL 
[fUjM.n.H. ] parallela alla AB si c veduto rimaner divisa 
per metà io K dalla AE tra le AD, AG ; la KQ parallela alla 
AG il sarebbe in 0 dalla ÀD , c tra le AB , AE ; e la KR 
parallela alla AD il sarebbe in S dalla AG, o tra le AB, AE. 
- 78:-Coa; 2. Se le dne armonicali alterne BA,AE [ftg.24. 
n.S ] fossero ad angolo retto : tirata tra le altre duearmo- 
nicali AD, AG la retta DFG parallela alla AB, ed essendo la 
D¥ uguale alla FG , c gli angoli in F retti ; dovrà 1' angolo 
DAF pareggiare 1’ altro FAG ; e però ancora 1 altro BAD 
sarà uguale all’ angolo GAi. Laonde : 

Se due armonicali aUeme siano ad angolo rcUo ; U altre 
due dovreumo inclinarsi ugualmente a ciascuna di quelle, 

PROPOSIZIONE XIV. 


TEOBEIia. 

7 g. Se da un punto fuori la parabola conducan- 
si ad essa le due tangenti , e due seganti ^ le cou- 
giungenti le intersezioni superiori tra loro , e le in- 
feriori ancor tra loro o saranno parallele alla retta 
fra’ contatti , o concorreranno con questa in uno 
stesso punto. 

Dim. Past-i. Siene primieramente ALG , ADE [fìg-Z3-^ 
le seganti , ed AB, AG le tangenti , e la congiungcnte LD 
delle intersezioni superiori L , D sia parallela alla retta BG 
fra’ contatti. Sarà AL ad LQ, come AD a DO {2.EI.VI). 

Ma sta AL ad LQ, come AG a GQ, ed AD a DO, come AG 

5 
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ad EO, per le ditisioni armoniche di tali rette. Adunque sa- 
ri AG a GQ, come AE ad EO ; e dividendo AQ a QG , co- 
me AO ad OE. E però la GE sari parallela alla QO, o BC. 

Paut. II. La congiungente UT [fig. Ì5. ] le inlerscrioni 
inferiori incontri la retta FG fra’ conUlli delle tangenti con- 
dotte dal punto R, da cai son tirate le seganti RAB, R VT, 
in S , e si congiunga la RS. 

E poiché la RB c divisa armonicamente in C, ed A , tiran- 
do la AS, le quattro rette SR, SA, SC, SB avranno le con- 
dizioni del lemma precedente ; e però la trasversale RT sari 
da esse armonicamente divisa ; ma la RT 1’ è gii divisa si- 
milmente in D , e V ( ]>rop.13.) . Adunque la AS dovri in- 
contrare la RT nello stessopunlo V , in dove questa incon- 
trava la parabola. 

SQ. Con. 1. Congiungasi la BV , che incontri la FG in 
P ; saranno le PR, PA, PC, PB quattro rette armonicaK, co- 
me parimente il sono le PR, PV, PD, PT. Adunque la PT 
dovrà essere per dritto alla APj c però; 

Le congiuiigrnli dia gonafnientc i punii d' inlerseziorà delle 
due fcganti, o -tia le diagonali del quadrilatero ÀBTV, s in- 
terseghcranno eziandio sulla retta FG , che unisce i contatti. 

81. Con. 2. E vicendevolmente essendo SVA, STB due se- 
'ganti la parabola condotte dal punto S, c P il punto ove in- 
tersegansi le diagonali BV, AT ; dovrà essere RP la retta 
fra’ contatti delle tangenti la parabola tirate da S. 

S2. '’-OB.d. Scie due seganti RB, RT Iflg. 26.] , caden- 
do dalla medesima parte della curva , 1’ una di esse RT si 
avvicini tanto allaltra RB fiiioa riunirvisi, o permeglio di- 
re esse non formino che la sola segante RB, allora le congiun- 
genti AV, BT si cambieranno nelle tangenti in A, B ; e per- 
ciò le medesime concorreranno in un punto colla retta tra’ 
contatti FG . Ed in fatti tirata per A la tangente , che in- 
contri la FG in S , se la SB non sia pur essa tangente della 
curva, dovrà segarla in un altro punto T; ed allora congiun- 
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ta la RT , che incontrerà la curva in un altro punto V, ne 
seguirebbe che le VA, TB si avrebbero ad unire in uu puor 
to che non è suUa FG ; mentre pel teorema dimostralo debr 
bono concorrere su questa retta . 

PROPOSIZIONE XV. . 

xeosbua. , 

83. Se per gli estremi delle seganti una parabo- 
la, che passino tutte per un punto dato le si tirino 
le tangenti . 4 . i punti del loro concorso saranno al^ 
logati in una retta data di posizione . 

. Pabt. 1 . Se il punto è fuori, come R la verità 

della proposizione enunciata risalta immediatamente dal cor. 
prcc.; d’onde segue, che qualunque sìa la segante tirata per 
R, le tangenti nelle sue estremità concorreranno sempre sul- 
la retta FG Ira i contatti dello tangenti RF, RG. 

Fart.ii.Sc poi il punto 6 dentro , come K [/?i/- 27.], con- 
dotto per esso il diametro KF, Tordinata DB , e le tangenti 
DE,BE, sìa AS una qualunque segante che passi per K ; ti- 
rata per S la tangente SV, che incontri in V la paraltclacon- 
dolta per E alla DB; dovrà la VA risultare anche tangente ; 
giacché dovendo la VII (cor. j»r.y3)csscr divisa armonicamen- 
te in II , IVI dalla enrva , ed in K dalla retta RD fra' contat- 
ti delle tangenti condotte da E, se invece di VA fosse altra 
la tangente in A , il quarto punto cTi armonica divisione sa- 
rebbe diverso da K; il che non può essere. Quindi il concor- 
so delle tangenti nelle estremità delle corde , che passano 
per K sarà sempre nella EV. 

84. Con. Adunque: Le langenli tirate perle cstrennlà di ie- 
na corda della parabola, coitdoUavi per un punto dato , deb- 
bono concorrer sempre in una retta data di posizione , che , 
essendo il punto fuori della curva, è la retta fra’ contatti dclfc 
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tangenti ebe da quel ponto Uransi alla cum ; e , trotando- 
ai dentro , è la parallela alle ordinale del diametro, che pas- 
sa per quel ponto , condotta per V estremo della sottangente 
corrispondente al ponto stesso. 

85. ScoL. Questa singoiar proprietà della parabola , che 
in appresso vedremo convenevolmente estendersi alle altro 
duo curve conìebo^ e eh’ è feconda di molle importanti veri- 
tà, e svlloppì, ha dato luogo presso i moderni alla seguente: 

80.DKF.vii.La retta di sito, in cui convengono le 
tangenti tirale per gli estremi di una qualunque se- 
cante della parabola(7o stesso perle altre curve coni- 
c/ic) condottavi per un dato punto fisso, dicesi pola- 
re di un tal punto, il quale prende il nome di polo. 

87. E però la polare di un punto dentro o fuori una cur- 
va conica è la parallela alla tangente verticale del diametro 
che passa per quel punto , tirata dal punto stesso , allorché 
b fuori , c , quando è dentro , dall' incontro dello tangenti 
nelle estremità di quella corda , eh' ò bisecala nel ponto . 

88. E però ; Nella parabola la polare dista dal vertice del 
diametro di cui è ordinata , per quanto dista il vertice dal 
polo (8A. e GO.). * 

80 Scoi.. 1 .Dalla definizione or data, applicala al preceden- 
te teorema, ed a’corollari di esso, si potrebbero ricavare mol- 
te importanti verità circa i poli e le polari , le quali oltre al- 
]' esser supcrlluc in questo luogo , corno che appartengonsi 
ancora alle altre curve coniche, abbiamo stimato a proposi- 
to di recarle nelle Note in line del presento volume, ove altri 
teoremi nuovi , ed importanti sulle polari verranno addotti . 
E qu'i basti solo notare, che adattando queste denominazioni 
alla prop. xiii. cd al suo corollario , si ha , che: 

Tutte le seganti della parabola, che passano per uno stesso 
punto sono arnionicainenlc divise , dalla curva , dal punto , o 
dalla polare di questo. 
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90.Scot.2. Inoltre essendo II il polo di F 6 [ ] , 

ed S quello di RP (81 ed 86) , le quali corde della parabola 
passano per lo alesso punto P , e però risaltando R , S due 
punti della sua polare ; sarò P il pdo della RS . E quindi: 

Ciascun de punti P, R, S, in cui ineonlransi h diagonali , 
etl i lati opposti prodotti del quadrilatero ABTV iscritto in 
una parabola^ è polo delta retta che unisce gli altri due- 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOakiia. 

91 . Se le tangenti verticali AC, BD [ ], 

a’ due diametri AP , BQ delli parabola BAR , in- 
contrino questi vicendevolmente in C , D ^ e ch^ 
sulfun di essi, prolungato oltre il vert'ine, prendasi 
la AE ugnale alla AC , e su questa la AM quantp 
il semiparametro di AP ^ la congiunta HE dovrà 
risultar parallela all’ altra tangente BD. 

Diu. Pe\erlici A,B si tirino le AI,BF, parallele rispclti- 
vainente alle tangenti BD, AG , e per G la GG parallela alla 
BD . Ed essendo BF’ uguale al rettangolo di AF , o BC in 
2HA , ossia a quello di Gl in HA (54.); sarà Gl : BF, o GA 
:: BF, o AE ; AH ; e quindi i triangoli AGI , HAE saranno 
simili, ed avendo 1' angolo E All Uguale all’ altro AGI ; sarà 
la EH parallela alla Al ; e quindi alla BD. 

92. Con. Da questo teorema si ba un’ altra maniera di 
cbndiirre là langeòTèldtà pàraBòIà' , divcrsa'da 'quella recata 
ne’ §§. 41 e 54 , in un punto B del suo perimetro , Poìcbè 
essendo AP il diametro primitivo, ed AG la sua tangente nel 
vertice A, che incontri il diametro per B in G ; presa la AE 
uguale alla AC,c la AH uguale al semiparametro di AP, con- 
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giuDgaii h HE , alla quale ai Uri la parallela BD , die sarà, 
la taogcDic iu B. 

PROPOSIZIONE xvn. 

raoBLEiu. 

q3. Dato un diametro di una parabola, Tangolo 
delle coordinate, e’I parametro j assegnare il verti- 
ce, e ’l parametro di un altro diametro, dato 1’ aa- 
golo delle sue coordinale. 

SoLDZ.Sìa AT [fig-ZS.} la tangecKe nel vertiee Adel dia- 
metro dato AP, e su di essa sia segnato il corrispondente se- 
miparametro All ; e sia N r angolo delle coordinate dell’ al- 
tro diametro. 

S’ inclini da H al diametro AP la HE nell’ angolo HEA 
ugnale al dato N ; opresala AG uguale alla AB , Urisi per 
C il diametro C£Q , che sarh il richiesto. E per ottenerne il 
semiparanMtro basterà prendere sul diametro BQ prolungato 
al di fuori la BK ugnale alla BD, e tirar quindi per K la KL 
parallela alla AH, che incontrando la BD in L vi determine- 
rà il semiparametro BL pel diametro BQ. 

Dim. La dimostrazione è chiara dalla precedente pro- 
posizione . 

94. Con. Se il diametro richiesto fosse stato T asse, la 
HE sarebbe risultala perpendicolare al diametro AP prodot- 
to al di fuori^ ond'è che rimane agevolmente risoluto il pro- 
blema di : 

Assegnare Passe, il vertice, cl parametro principale di una 
parallela , dato il parametro c l angolo delle coordinate di un 
(jualunguc diametro della medesima. 
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95. Def. vm. Fuoco della parabola dicesi quel 
punto dell’ asse , ove 1 ’ ordinata, che vi corrispon- 
de , è quanto il parametro principale. 

96. Def. IX. Punto di sublimità appellasi poi 
quello ove concorrono le tangenti condotte alla pa- 
rabola per gli estremi dell’ ordinata focale. 

97. Def. x.La retta, che per lo punto di sublimi- 
tà si distende parallela alle ordinate dell’ asse , si 
chiama linea di sublimità, o direttrice. 

Dunque la linea di sublimità è precisamente la polare del 
fuoco (86.) . 

98. CoE.1. Suppongasi r ordinata Mm \fig. 25.] all’asse 
AQ uguagliare il parametro principale AX ; saià F il fuoco 
della parabola . Ed essendo continuamente proporzionali le 
rette AF , FM , AX ; siccome FM è metà di AX, cosi AF 
dorrà esser metà di FM, e quindi quarta parte di AX.E sarà 
pure FA uguale ad AD, posto che D sia il punto di sublimità. 

Segue da ciò , che : Il fuoco della parabola disia per la 
quarta parte del parametro principale del vertice dclV asse . E 
da tal vertice per altrettanto dee distare il punto di sublimità. 

99. Cor. 2. Quindi se FM [Jìg. SO."] sia la semiordinata 
focale, e D il punto di sublimità, le DM, Dm saranno le tan- 
genti in M, m ; l’ angolo FDM sarà semiretto, al pari dell’ 
altro FDm; e perciò retto quello delle tangenti DM,Dm.Cioè: 

Le tangenti condotte alla parabola dal punto di sublimità , 
comprendono un angolo retto. 

100. Def. XI. Ogni retta , che dal fuoco della pa- 
rabola conducesi ad uu qualunque punto di essa, si 
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dice ramo j e da taluni ancbc inclinata , o raggio 
vettore. 

101 .Tutte lejtrecedenli definizioni, come vedrassi ne' due 
seguenti libri , convengono pure all' ellisse, ed all' iperbole. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOBEMA. 

loi. Nella parabola la tangente PRG \.Jìg. ag. ] 
il ramo FR , la normale RQ , e ’l diametro corri- 
spondente , SODO rette armonicali . 

Dim. Poiché OPè uguale a 2AP( CO. ) , c QO a 2AF 
(CO.) ; sarà PQ uguale a 2FP ; e quindi QF ugnale ad FP . 
Ed è la QP parallela alla RS. Adunque le quattro rette RP, 
RF, RQ, RS saranno armonicali ( lem. §. 7G. ). 

103. Con. 1. Essendo armonicali tali rette ; eretto 1’ an- 
golo PRQ delle alterne di esse RP , RQ , dovrà esser 1’ an- 
golo PRF uguale all' angolo SRG (78.). Cioè : 

Il ramo e 'I diameltv per un punto delia parabola inolinansi 
Uf/valmente alla tangente in quel punto. 

104. Con. 2. La retta FP è uguale ad FA -f AP , cioè 
ad FA -f AO . Dunque il ramo FR , che si è dimostrato u- 
guale ad FP , sarà uguale ad FA-f AO. Yale a dire : 

Ogni ramo è quarta parte del parametro del dianutlro, cor- 
rispotulenle al tuo estremo (ò6.) 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOBEMA . 

io5. Nella parabola LAR [fig.Zo.l, ciascun ra- 
mo FR è uguale alla distanza del suo estremo R 
dalla TDS linea di sublimità di una tal curva. 
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£ lo stesso ramo c quanto la semiordinata all’asse 
pel suo estremo , distesa insino alla tangente che 
procede dal punto di sublimità verso di esso ramo. 

Part. 1.11 ramo FB [/?^.30.] è uguale ad FA, o sia ad AD 
più AO ( 104. ) , cioè ad OD ; e quindi alla perpendicolare 
RT tirata dal suo estremo R sulla linea di sublimità DT. 

Fabt. II. Poiché r angolo FDM è scmiretto (IU1 .) , cd è 
retto r altro DON ; sarà ancor scmiretto l’ angolo OND ; e 
quindi OD, o FR sarà uguale ad ON. 

106. Con. La retta RT si distenda finché incontri in K 
una sottoposta ordinala Cll.air asse AO. Sarà FR con RK 
uguale a TK , eh’ é la distanza della delta ordinata dalla li- 
nea di sublimità di essa curva. 

£ perciò: Ogni ramo, accrcsciulo della distanza del suo a~ 
slrcmo da una sottoposta ordinala alf asse, è di una costan- 
te grandezza, cioè quanto la distanza della detta ordinata dal- 
la linea di sublimità. 

PROPOSIZIONE XX. 

. TEOREH.1. 

107. Se ad un punto R [Jig.Zì.] della parabola 
RAK conducasi il ramo FR , e la normale RQ , e 
poi dal punto Q, ove questa incontra 1 ’ asse di tal 
curva, si abbassi la QB perpendicolare al detto ra- 
mo^ il segmento RB, tolto da esso ramo verso quel 
punto R, sarà quanto il semiparametro principale. 

E la normale sarà media proporzionale tra ’l det- 
to ramo, e ’l parametro principale. 

Dm. Pabt. I. Essendo FR uguale ad FQ (102, e 104) , 
sarà 1 angolo BRQ uguale all’altro OQR . Laonde i triangoli 

6 
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reUangoliRBQ, ROQ, per la Q6.EI.I., dovranno avere la R6 
uguale alla OQ. £ perciò RB sarà al pari di OQ (60.) quanto 
il aemiparametro principale. 

Fanr. ii. Nel triangolo rettangolo FRQ è RQ’ ugnale al 
rettangolo di PQ in QO , e però aguale all’ altro di FR me- 
la di FQ in AX doppio di QO (CO). Laonde starà FR a QR, 
come QR ad AX. — C.B.D. 

108. Con. Si abbassi dal punto F [ fìg. S9. ] la FN per- 
pendicolare alla tangente RP , sarà la RN aguale alla NP , 
come r è FR uguale ad FP ; ed è pure PA uguale ad AO ; 
perciò la AN sarà parallela alla OR (2.£/. F/.); e V angolo ia 
A retto. Quindi AN sarà la tanfate nel vertice principale A. 
Adunque : 

Za tangente della parabola nel vertice principale ò il luogo 
de' ptaiti d' incontro delle tangenti laterali colle perpendicola- 
ri tirate dal fuoco della curva a cisucuiia di esse *. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOBEMA. 

log. Se a’ punii K, R [ Jig.Si. ] della parabola 
RPR condiicansi le duetangenli TK,TR, ed i due ' 
rami FK, FR j la retta FT , che unisce il fuoco di 
una tal curva col concorso di quelle duetangenli , 
dividerà per metà T angolo RFK. de’ rami. 

Dim. Si tiri la retta KR fra’contatti , ed abbassate le per- 
pendicolari KA, RB da’ punti K, R sulla linea AN della su- 
blimità della parabola , \i si conducano le tangenti PN, QN 
per gli estremi della corda PFQ. S' intenderà clic le tre ret- 
te PN, QN , KR abbiansi ad mcoslrare in uno stesso punto 

* Cioc, che ciascuna di quelle perpendicolari incontra la tangente a Ila 
quale è stata tirata nel punto ove questa intorsega la tangente verticale. 
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( 82. ) . Onde siccome il concorso delle due tangenti PN , 
QN de^ cadere in quella retta AN, eh’ è (88.) la polare del 
fuoco F , pel quale è tirata la PQ ; cosi l’ incontro di tnlte 
tre le rètte PN , QN , KR dovrà trovarsi nella retta AN . 
E poiché la retta KN è armonicamente divisa in 0, R (73), 
dee stare KO: OR :: KN :NR.Ma la seconda di queste due 
ragioni, pe’ triangoli simili KNA , RNB , è uguale a quella 
di KA ad BB, o a quellallra de' rumi FK, FR, essendo que- 
sti rami uguali a quelle perpendicolari (105.). Adunque sarà 
KO : OR FK ; FR; e quindi l'angolo RFK de' rami dorrà 
esser diviso per metà della retta FT (Z.El.VI.) — C.B.D. 

1 10. Con. 1. Adunque la retta, che congiunge il fuoco della 
parabola col concorso di due tangenti di questa curva , dee 
essere ugualmente inclinata a’ rami che vi si conducono da’ 
contatti . £ , se mai stiano per dritto questi due rami , quelta 
congiugnente dovrà essere ad essi perpendicolare. 

111 .Cor. 2. Le due tangenti RE, CE [ flg-3i ■ ] , condotte 
alla parabola RAC per gli estremi de’ rami FR,FC, incontri- 
no r asse iu P, H. Saranno uguali gli angoli FPR , FRP del 
triangolo RFP, per essere FR uguale ad FP. Onde I' angolo 
esteriore RFQ dovrà esser duplo del solo angolo P. E dimo 
strando in siroil gnisa,clie l'angolo CFQ sia anche duplo del- 
l'altro FHC,odel sue uguale EHP;saranno i due angoli RFQ, 
CFQ dupli de’due IIPE, EIIP, odel solo REC, cioè : 

L'angolo RFC compreso da' rami FR, FC,è doppio deW an- 
golo REC , che comprendono le tangenti menale per gli estre- 
mi loro . 

112. CoR. 3. Perciò : Se conducansi due tangenti alla pa- 
rabola , per gli estremi di una corda , che passi per lo fuoco; 
sarà retto l angolo compreso da queste due tangenti ; il vertice 
del detto angolo dovrà cadere nella linea di sublimità di una 
tal curva;c dovrà essere peipcndicolare ad essa corda la rettOf 
che congiugne il vertice di quest'angolo col fuoco della curva. 
Fine del libro primo. 
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DFXLE 

SEZIONI CONICHE 

Z.2BXIO SI3CONBO 

DELL’ ELLISSE. 


CAPITOLO I. 

De'dIAMETM DEtL’EtXISSE GENEBAINENTE CONSIDEnATl. 

■ i» »■ « 

PROPOSIZIONE I. 

TEOKENA. 

I ì3. Nell’ ellisse AND [ t.] , il quadrato di 

una qualunque semiordinata MN sta al rettangolo 
AMD delle ascisse da amenduc i vertici A , D, co- 
me il lato retto al trasverso , cioè , come il para- 
metro al diametro. 

Ed i quadrati di due semiordinate NM, nm so- 
no Ira loro come i rettangoli AMD , AmD delle 
corrispondenti ascisse da entramlli i vertici A , D. 

Diih. Paiit. I. Il quadrato della scmiordinala NM fc ugna- 
le al rellangolo della eorrispondenlc aseissa AM nella per- 
pendicolare MQ creMale dal suo estremo , c distesa insino 
alla rcgolalriec DR (30.). Ma il rcllangolo di AM in MQ sta 
air altro di AM io MD, come MQ ad MD , o come AB ad 
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AD, po’ triangoli simili DMQ , DÀB . Dunque sarà NM* 
; AMD ::AB ; AD. 

Part. II. Intanto alla medesima ragione di AB ad AD c n- 
gnale si quella di NM’ ad AMD, che l’altra di nm' ad AniD. 
Dunque queste due ragioni saranno tra se uguali ; cioè a di- 
re starà NM’ : AMD : nm' : AoiD . £ permutando dovrà es- 
sere NM’ : nm’ AMD : AmD . — C.B.D. 

1 14> Def. 1. Nell’ ellisse AlSD il ponto medio 
C del lato trasverso AD si chiama centro di tal cur- 
va. £ la retta CF , che dal centro dell’ ellisse con- 
ducesi parallela alla regolatrice DB, e si distende in- 
sino al parametro AB, suol dirsi surregolatrice. 

115. CoR.1. Dalle due rette AM , AB si compia il paral- 
lelogrammo MABII , e r altro MAFR compiasi dalle altre 
due AM, AF, c poi per lo punto Q si distenda la QG paralle- 
la alla AM. Si vedili essere il parallelogrammo MABH duplo 
deir altro MAFR ; o si conoscerà agevolmente , che il ret- 
tangolo QGBII , parte della prima di quelle due figure , sia 
doppio del triangolo PRF parte della seconda. Dunque do- 
vrà essere il rimanente rettangolo MAGQ doppio del rima- 
menle trapczioMAFP(19.£/. F),cioè MN’ uguale a 2MAFP. 

£ perciò : NeW ellisse il quadralo di una qualunque se- 
miordinala è duplo del trapezio , che la corrispjndente ordi- 
nata alla regolatrice tronfia dal triangolo formato dalla surre- 
golatriee , e dalle metà del lato retto e del trasverso. 

11C.Con.2.£ quindi: I quadrali delle semiordinale NM,nm 
saranno proponionali a colesti trapezi corrispondenti AMPF, 
AmpF. 

117. ScoL. Nell’ ellisse possonsi benanche, sul diametro, 
computar dal centro le ascisse corrispondenti alle ordinate 
della curva. 
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PROPOSIZIONE II. 

TBOBEMA. 

118. Nell’ ellisse AND [Jìg. 3.] , se il semidia« 
metro CA prodacasi oltre il suo vertice, sicché es- 
so semidiametro accresciuto di tal prolungamento, 
cioè la CP , sia terza proporzionale dopo un’ascis- 
sa dal centro CM, e’I detto semidiametro ,• la retta, 
che unisce 1’ estremo di quel prolungamento con 
un estremo dell’ ordinata MN corrispondente alla 
riferita ascissa , sarà tangente di cotesta sezione. 

E r angolo del contatto ellittico non sarà divisi- 
bile per una retta. 

Dim.Part.i. Siene DO, CF la regolatrice, e snrrcgolalri- 
ce pel diametro AD ; e preso in questo un qiialstroglia altro 
punto R diverso da Iti , gli si ordini la RQR , e compiasi la 
figura come ne appare. E poiché dall'csser cnntinuaincnle pro- 
poraionali le Ire rette CM, CA, CP, è CA* uguale a PCM , 
togliendo da queste grandezze nguali il comune quadralo di 
CM; dovrh rimanere il rettangolo AMD aguale all'allroPMG 
(5 « 0 El. II- )• Ma questo rettangolo sta a quello di PM in 
MS , come MC ad MS (!.£/. 17.) , o come AD ad AO , po’ 
triangoli simili CMS, DAO, cioè come AMD : NM' (113.). 
Dunque sarà il rettangolo di PM in MC all altro di PM in MS, 
come il rettangolo di AM inMD al quadrato di NM. Laonde 
sarà il rettangolo di PM in MS uguale al quadralo di NM ; 
c prese le metà loro , sarà il triangolo PMS uguale al trape- 
zio AMSF (1 15.). Finalmente aggiugnendo a questi spazi L 
sottoposti trapezi MRTS,MRVS,di cui il primo vedesi mag- 
giore dell’ altro ; dovrà risultare il triangolo PRT maggiore 
del trapezio ARVF . E se il punto r si fosse preso al di so- 
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pra di M, togliendo dal triangolo PMS,e dal trapezio AMSF 
reapeltÌTamenle i trapezi MStr , MrvS , il primo de’ quali 
dell’ altro è minore ; dorrà rimanervi benanche il triangolo 
Prf maggiore del trapezio ArvF. 

Ciò poeto, per la similitudine de’triangoli BRP, NMP, sta 
£R* ad NM’ , come PR' a FM’ , o come il triangolo PRT 
all altro PMS (19.£/.K/.) . Ed è poiNM* : QR* :: AMSF 
: ARVF (cor.Z.prop.prec.) . Dunque sai^ , ex aequo , BR* 
: QR’ ; : PRT : ARVF . Ma il triangolo PRT si è dimostra- 
to maggiore del trapezio ARVF. Dunque sarà pure BR* mag- 
giore di QR’ , la BR maggiore della QR , e ’l punto B starà 
fuori della proposta curva. £ dimostrando in simil modo, che 
ogni altro punto della FB, tranne il solo N, sia fuori dell'el- 
lisse AND ; quella retta sarà tangente di questa curva (40.). 
£ ciò valga ancora per l’ altra congiungente del punto P col- 
r altro estremo della detta ordinata. 

Pakt.h.Dìco inoltre, che niun’ altra retta possa anche nel 
punto N toccar V ellisse. Imperocché , se ciò può essere , sia 
N/7 un’altra tangente di tal curva nel punto N, ed ella incon- 
tri il diametro in . Si ritrovi Cr terza proporzionale dopo 
le due Cp,CA, ed ordinata per ria rq,sì unisca la Questa, 
per la parte precedente , dovrà toccare l' ellisse in q, e diste- 
sa in giù , poiché dee giacer fuori della curva, incontrerà P 
altra tangente NP , e però ancora la Np. Dunque le due rette 
Np, pq chiuderebbero spazio . Lo che ripida. — C.B.D. 

119. Con. 1. Dall’ esser le tre rette CM , CA, CP conti- 
nuamente proporzionali , abbiamo couefaiuso qui sopra esse- 
re il rettangolo PMC ugnale all' altro AMD ; onde dovrà sta- 
re PM : MA :: MD : MC. 

120. Con. 2. Di più , per essere F€ : CA :: CA : CM , 
dovrà stare la somma degli antecedenti di queste due ragioni 
alla somma de’ conseguenti loro , come la d iilercnza di quel- 
li alla differenza di questi . Cioè, rilevando coleste somme, 
e differenze, sarà PD : DM ;; PA : AM. 
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Vale a diro : Nell ellisse il diavtetro , prodolio insitto alla 
langcntc , vien diviso armonicamente dalla scmiordinala per lo 
coniano, 

121. Scol. In qncsio leorema c indicato quel geometrico 
arlilizio , onde può condursi la langonte all’ ellisse AND pel 
dato punto N, il quale non sia il vertice di lai sezione. E so 
nel dello vertice vorrà condurglisi la tangente , basterà di- 
slendere per esso la parallela ad una sottoposta ordinala . E 
la verità della costruzione potrà dimostrarsi, come nella pa- 
rabola {cor.2.prop.lI.). 

PROPOSIZIONE III. 

TEOnEMA. 

12 2. La corda AB [ fig.'ò. ] , che dislendesi ncl- 
r ellisse EAQ , pel centro G di tal figura , è quivi 
divisa per metà . 

E le tangenti AS , BT condotte alla detta curva 
per gli estremi di essa corda sono parallele fra loro. 

Dm .Pabt. I. Per gli estremi A,!! della proposta corda si 
tirino le seroiordinale AR,BP al diametro EQ della sezione. 
Saranno i quadrali di coleste rette AR, BP, come i rettango- 
li ERQ, EPQ C ^ ^ 3). Ma a cagione de’ triangoli simili ACR, 
BCP , sta AR : BP :: CR : CP, e quindi AR* : BP* :: CR’ 
; CP*. Dunque sarà CR* : CP* ERQ ; EPQ.Laonde avras- 
si CR* : CP* ;; CE* : CQ’ , e CR : CP CE : CQ ; però 
sarà anche CR uguale a CP ; ed i triangoli ACR, PCB, che 
hanno le condizioni della 2t>.£l./, dovranno avere uguali i 
corrispondenti loro lati CA, CB. 

Paiit. II. 1 quadrai! delle CE , CQ sono rcspcltivaraente 
uguali a’ rettangoli SCR , TCP (1 18.) ; onde son questi al 
par di quelli tra se uguali . Ma dianzi si son mostrate ngua- 
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li le loro basi CR , CP ; dunque le loro altcìzc SC, TC sarau 
pure uguali . Il perchè i due triangoli ACS , BCT , avendo 
i due lati AC , CS rcspcUiramcnle uguali agli altri due BC , 
CT , e 1’ angolo ACS uguale all' altro BCT ; dovranno ave- 
re anche I’ angolo GAS uguale all’ altro CBT.Onde sarà AS 
parallela a BT. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOnEMA. 

ii3. Se da un qualunque punto G ] del 

perimetro ellittico ÀGa conducansi le due retteGN, 
GB respeltivamente parallele l’una alla tangente la- 
terale QS, r altra alla verticale AP di tal curva ^ il 
triangolo NGB, ch’esse comprendono con una par- 
te del diametro Aa della sezione , sarà uguale al 
quadrilineo TBAP corrispondente a quel punto G. 

Dm. Dal punto Q del contatto si tiri la semiordinata QM 
al diametro Aa ; dovrà stare CM : CA :: CA ; CS. Ma po’ 
triangoli simili CMQ , CAP è pure CM : CA :: CQ : CP . 
Dunque sarà CA : GS CQ : CP. Quindi ne’ due triangoli 
C AP , CQS, reciprocando i lati d’ intorno al comune angolo 
ACP, dovranno essere ugnali; e saranno pure tra se uguali le 
loro differenze dal triangolo QCM , cioè a dire il trapezio 
PQMA , e ’l triangolo QMS. 

Or essendo i triangoli simili FCA , QCM come i qua- 
drati de’ loro lati omologhi CA, CM ; sarà , couvertendo , 
il triangolo PCA al trapezio PQMA , come il quadrato di 
CA al rettangolo AMa : quindi , invcrteado, PQ.MA ; PCA 

AMa : AC* . E dimostrando iii simi 1 guisa essere PCA 
: FDBA AC : ABa ; saranno , per uguaglianza ordinata, 
i trapezi PQMA , FTBA , come i rettangoli AMa , ABa , 
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•o come 5 quadrali delle QM , GB , cui sono proponionalì 
siiTalli rcUangoIi (113) . Ma i quadrali delle QM , GB sono 
-come i Iriaogoli simili QSM , GNB . Dunque dovrà slaro il 
trapezio PQM A all’ altro PTBA , come il triangolo QSM al 
triangolo GNB; e quindi sarà il trapezio PTBA uguale al tri- 
angolo GNB, come si è mostralo il trapezio PQMÀ uguaglia- 
re il triangolo QSM. — C. B. D. 

■\2h. Con. Di qui può inferirsi la seguente verità geome- 
trica, cioè; Se alla bascV\ del Iriangolo CPA si lirino le pa- 
rallele QM, TB, e poi la AC , c/i ò un degli altri due lati , si 
distenda in a , sicché Co f adegui ; i trapezi AMQP , ABTP 
saranno [ra loro come i rettangoli AM« , ABa. 

125. Scoi.. La dimostrazione dd teorema precedente pro- 
cede sempre nel modo stesso , sia che il punto G cada al di 
sotto dell’ altro Q ( come nella Ggura A si esuppostoj ; sia 
die cada al di sopra come D z nel qual caso risulterebbe il 
triangolo DVN uguale al trapezioPAVY.Sia che un tal pun- 
to D cadesse dall’ altra parte del diametro Aa ( come nella 
stessa figura 5. ): nel qual caso la retta GD incontrerebbe il 
diametro Aa nel punto N al di sotto di A ; c sarebbe puro 
il triangolo NVD uguale al trapezio PAVY. 0 che fìnalmen- 
te l’ordinata GB [flg.S-l incontrasse il diametro Aa sotto del 
centro ; nel qual caso il triangolo GNB pareggerebbe il cor- 
rispondente trapezio BapT, 

E tutto ciò , sebbene abbastanza chiaro , si potrà rendere 
più manifesto con lo scamb'iar nelle figure corispondenti la 
lettera G con la D , la B con la V , e la Y con T. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOBEHA. 1-1 

t 

1 26. La retta [^g. 5 .] , che passa per lo cen- 
tro deir ellisse AQa , divide per metà tutte le cor- 
de GD i gd , eie. che dentro una tal curva condu- 
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consi parallele alle tangenti menato pe’suoi estremi 
Q , q. Onci’ ella n’ è un diametro, cui sono ordina- 
te le dette corde . 

Dim. C ompiuta la Ggura , come si osscrTa dalle ordinale de" 
punti G , D sarà (prop. prec. e scoi.) il triangolo NGB uguale 
al quadrilineo oBTp , e quindi lo spazio NCTG , sarà ugua- 
le al triangolo aCp , o AGP . Ma il triangolo AGP è ugua- 
le allo spazio NCYD , attesa 1’ uguaglianza del quadrilineo 
PAVY e del triangolo DVN . Dunque i due spazi NCYD , 
NCTG saranno uguaH ; e togliendone di comune il triangolo 
HNC, resteranno uguali i due triangoli simili DIIY , THG ^ 
c però sarà IID uguale ad II& 

Che se le ordinate GB , DV cadano [ dalla stessa 

parte del centro, si rileverà più immedialamcnle ruguagliun- 
za dello spazio NGTG col triangolo PAG ; c si conclùuderà 
pure HD uguale ad IIG. 

Inoltre , se il punto N eada fuori la curva [ flg 7.] : di- 
mostrata come innanzi lo spazio NGTG uguale al triangolo 
PCA , 0 sia allo spazio NCYD , c tolto di comune il Iriunr 
golo NlIC ; si avrà pure IID uguale ad IIG. 

Finalmcute cadendo ( in quest’ ultiuia ipotesi ) le ordinate 
GB , DV [/ir/-'/.] dalla stessa parte del centro , si Ira subito 
l'uguaglianza dello spazio NGTG al triangolo PG.V ; c si con- 
chiuderà come le altre volte essere IID uguale ad IIG. 

Adunque rimane in tutt’ i casi dimostrato il teorema prtv 
posto. 

127. Con. t. Nell’ ellisse oltre al lato trasverso assegnatole» 
dalla sua genesi , possono concepirsi itiRnili altri diametri , 
che quivi segansi nel centro. 

128. Gon.2. 11 centro deH'ellisso, i punti modii delle corde 
tra loro parallele, edi contatti delle due tangenti piuallele 
ad esse, debbono giacere per dritto . Dunque una reità , cfte 
unisca due dì questi punii , dovrà passetre pc riirutnenii. 
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120. Co*. 3. La retta CH [ flg-4. ^ , clic congiunge il cen- 
tro deU'cllissc ACa col punto medio H della corda DG , dee 
segar la curva ne’ punti Q , 5 ove le tangenti QS, qs sono pa- 
rallele ad essa corda. Poiché se ivi un'altra tangente RF fos- 
se parallela alla DG, anche la CR dovrebbe passare per H ; 
eh' è un assurdo. 

130. ScoL. Quindi volendo tirar all’ ellisse AGauna tan- 
gente parallela alla data corda CD , o pnr che faccitrun an- 
golo dato X col lato trasverso Aa . Nel primo caso il pun- 
to Q del contatto si avrà dalFincontro con la curva della ret- 
ta CH,che unisce il centro col punto medio della corda CD- 
£ nell’ altro facendo la stessa costruzione con la corda AL , 
tirata dal verlicc A , che comprenda col lato trasverso Aa 
r angolo LA a uguale ad X . 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOnEMA. 

1 3 1 .1 quadrati delle semiordinale ad un qualun- 
que diametro dell’ ellisse , sono fra loro come i ret- 
tangoli delle corrispondenti ascisse da entrambi i 
Vertici del diametro. 

li»». Nella precedente proposizione si è veduto essere lo 
spazio NCTG [pg. 6.} uguale al triangolo PAG , che nella 
proposizione IV fu dimostralo pareggiare 1’ altro QCS ; che 
però tolto da qnesto triangolo e da quello spazio il comune 
triangolo HCN , rimarrà il triangolo, GHT uguale al trape- 
^ I INS. E similmente si dimostrerà 1' altro triangolo 
li'cirr**' ^“'■fispoDdenle trapezio Q/u<S. Laonde i due triango- 
Ma ’ ’ proporzionali a’ trapezi QHNS , Q/i«S. 

dratl dc’*^!**"^**'* avvegnaecliù simili sono tra loro come iqua- 
oro lati omologhi GH , 3/150 que’ trapezi , per lo 
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cor. prop. IV , sono Ira loro come i rcllangoli QH^ , Q/i^ . 
Adanquc dovrh siarc il quadrato di GII a quello di (jh, co- 
me il rcUanf’olo Qllry all’ altro Qhq. — C. B. Di 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOKEMA. 

i3a. Se da un punto M [ ] di un quaJuu*- 
que diametro QP dell’ ellisse QNP si elevi la per- 
pendicolare MT , terza proporzionale dopo l’ascis- 
sa QM , e la semiordinata MN , che corrispondo- 
no a quel punto ,• 1’ estremo T della delta jMjrpcn- 
dicolare sarà allogato in una retta data di posizione,' 
che anche dicesi regolatrice della proposta curva . 

Dia. Sia V altra retta nìt benaocbc perpendicolare al dia- 
metro QP nel punto m, e terza proporzionale dopo 1’ ascissa 
Qm, e la semiordiuata mn corrìspoudeute al punto m. Saran- 
no ì rettangoli QMT, ugnali a' quadrati delle semiordi- 
Bate MN, «an respettivamente . Onde quelli al par di questi 
saranno come i rettangoli QMP, QmP.E sarà, permutando, il 
rcttaugolo di QM in MT all’ altro di QM in MP , come il 
rettangolo di Qm in mt a quest’ altro di Qm in ni P , cioè 
MT : MP m< : mP. Dunque i punti T, t, e gl’ infiniti al- 
tri similmente condizionati, dovrann» ritrovarsi in una retta 
data di posizione, che passa per lo punto P. — C. B. D. 

i33. Def, III. La perpendicolare ad un qualun- 
que diametro dell’ ellisse, elevata dal vertice di es- 
so , distesa insino alla regolatrice si dirà parametro 
di tal diametro» 
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PUOPOSIZIONE Vili. 

TBOBEM*. 

i34. Nell’ ellisse il quadrato della semiordinala 
NM [fig. 8. ] ad un qualunque diametro QP , sta 
al rettangolo QMP delle ascisse da ambedue i ver- 
tici di essa , com’ è al diametro QP il suo parame- 
tro QA . 

Dia. Essendo, per Io precedente teorema , NM’ uguale a 
QMT ; sarà il quadralo di NM al rettangolo di QM in MP , 
come il rcllangolo, di QM in MT all altro di QM in MP , o 
come QA a QP , pe’ triangoli simili PMT , PQA — C.B.D. 

135. Scot 1 . Colcsla proprietà essenziale dcH’ cHisse, che 
nel primo teorema di questo libro crasi dimostrata relativa- 
mente al lato trasverso di tal curva , qui vedesi dover anche 
convenire ad ogni altro diametro di essa. Onde tutto quello , 
che in conseguenza di un tal pr'uicipio si e poi derivalo , po- 
trà convenevolmente appartenere ad ogni altro diamelro dcl- 
r ellisse. 

130. ScoL. 2. Perla definizione della soltangcnlc c della. 
funtwrmalo dell’ ellisse rilengansi quelle che furono recale 
per la parabola nel §§. 58 c 59. 

PUOPOSIZIONE IX. 

TEOBEMA. 

i 37. Un qualunque diamelro AD [ ] dcl- 
r ellisse AND, qualora incontri una di lei tangen- 
te NP , dee restar diviso armonicamente dalla cur- 
va, c daH’orditìaia NM per lo contatto- 
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Dim. Se non sia DP : PA :: DM : MA ; stia come DM ad 
MA , cosi Dp a />A ; e poi si unisca la Np . Sarà questa retta 
Ungente dell’ ellisse in N (118.). Onde nel punto N di una 
Ul curva vi saranno due UngenteNP ,Np. Loche ripugna. 

188. Cor. 1. In questa supposizione può slmilmente dimo- 
strarsi , che sieno continuamente proporzionali le rette GP , 
CA , CM , cioè che : 

Se un semidiametro delF ellisse si protragga , sin che incon- 
tri una di lei tangente , e dal contatto gli si tri un ordinata ; 
saranno continuamente proporzionali l’ asctua dal centro , il 
detto semidiametro , e lo stesso semidiametro accresciuto della 
parte esterna . 

139. Cor. 2. E la sotUngente PM ddla detU ellisse, non 
è dupla deir ascissa MA , come lo era nella parabola ; ma 
le serba la variabile ragione di DM ad MC , cioè dell’ ascis- 
sa dal vertice rimoto all’ ascissa dal centro. 
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CàPlTOLO II. 


De’ OlASETEl COHIOCATI DBLL’ SU.ISBE. 


i4o. Def. iV. Due diametri di un’ ellisse si di- 
cono conjugati tra loro , se dasòun di essi sla pa- 
rallelo alle ordinate dell’ altro . E quello di questi 
due diàmetri, che principalmente si consideri, suol 
chiamarsi primario } 1’ altro poi secondario, 

A 41 . SooL. Da nn qualunque pnoto E [ flg. 9. ] dell’ el- 
lisse A£D agli cairemi di un suo diametro AD si Urino le 
duo rette EA « ED ; e pe’ (tunti medii di queste due corde 
s’ ietendan condoni i due semidiametri CG , CP . Questi sa- 
ranno conjugaU fra loro . Imperocché la retta CH, che pas- 
sa pe’ punti medii de’ due lati AE , AD del triangolo EAD , 
dee esser parallela alla base di esso , cioè alla £D, eh’ è 
un’ ordinata dal diametro MP . £ da ciò comprenderemo, che 
il semidiametro CG sia parallelo alle ordinate dell’ altro CP . 
Or cosi dimostrando , che anche la CP sia parallela alle or- 
dinate di CG ; i due semidiametri CG , CP , in forza della 
presente definizione , saranno conjugati fra loro. E queste 
cose servono a chiarire l’ addotta definizione -, od a mostrare 
la posizione de’ diametri conjugati di un’ ellisse , ed i loro 
vari sistemi . 


PROPOSIZIONE X. 

TBOBEMA. 

r 

Ciascun diametro AD [Jig. io.] dell'ellis- 
se ABDE , e la sua ordinata BE condottagli per lo 
centro , sono due diametri conjugati. 
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Dni. Per un qualunque punto F del perimetro ellittico 
ABDE , e porlo centro C conducasi la rolla FCL, che incon- 
tri Tn li la parte opposta di tal curva. Ed oltre a ciò da’pun- 
li F, L si tirino al diametro AD la scmiurdinala FG , e l’ or- 
dinata IiT , ed in fin si unisca la FT. 

E poiché FC è uguale a CL (122.), i due triangoli equian- 
goli FCG, LCK avranno uguali i lati FG, LK.Ma I’ è poi LK 
uguale a KT ; dunque le due FG, KT , che per essere ordi- 
nale al diametro AD sono tra se parallele , saranno altresì u- 
guali fra loro . E quindi la FT sarà uguale , c parallela alla 
GK . Or pe’ due parallelogrammi GII , CT, le due retto GC, 
CK sono rcspeitivamenle uguali alle FH , UT. Dunque sic- 
come le prime di queste quattro grandezze sono tra se u-'ua- 
li , per essere i triangoli FCG , LCK perfettamente uguali • 
così le altre due FH , HT saranno pure tra se ngiiali . il 
perchè la DE, che passa per lo punto medio della corda FT 
e per lo centro dell’ ellisse, sarà diametro di FT (128.) , è 
la FT ordinata di DE, eh’ è il diametro secondario di AD 
sarà parallela ad AD diametro primario : e con ciò i due dia- 
metri AD,BE saranno conjugali fra loro (140.). C.B.D 

143. Con. 1. In questa curva la retta AM sia il parametro 
del diametro AD, di cui la BE n’ è il secondario . Sarà AM 
ad AD , come il quadralo di BC al rettangolo ACD (134 ) ; 
cioè , prendendo i quadrupli di queste due grandezze, come 
BE’ ad AD’ . Dunque tra 7 detto diametro, e ’l suo parametro 
AM n b medio proporzionale il suo diametro conjugato BE. 

144. Cor. 2. E’I quadrato di una semiordinata ad un qua- 
lunque diametro dell’ ellisse starà al rettangolo delle ascissa da 
entrambi- i vertici , rom’ è al quadralo di un tal diametro quel- 
lo del suo coniugato. 

145. Con. 3. Descrivasi un cerchio , che abbia il medesi- 
mo centro dell’ ellisse, c per raggio un semidiametro di essa. 

E poi tirata una retta per due intersezioni di questo curve 
si unisca il punto medio di una tal corda col centro dell’ cl- 

8 
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lÌ4se . Colesta congiungenle prodotta <f ambe le parti ittsino ot 
pcrimetn dclf eliissc ne sarti un asse : per esser anche perpen- 
dicolare alla delta corda , c quindi alle Ungenti condotte pe’ 
«noi estremi . £ 7 suo conjugalo sarà C ordinata , che gli si 
meni per lo centro. 

i46rDEF. V. Nell’ ellisse il parametro di ciascun 
diametro può dirsi, che sia la terza proporzionale 

10 ordine ad esso diametro , e 1 suo conjugato- 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOBEH&. 

i 47> Gli assi coniugati di un’ ellisse sono disu- 
guali. £ ’l maggiore di essi è il massimo diametro , 

11 minore il minimo. 

Dim. Pabt. i. S’ ò possibile , sieno ugnali fra loro gli as- 
si coniugali AB , MN [ fig.H. ] dell’ ellisse AMBN . Tirata 
ovunque ad uno di essi la-semiordinaU RX ; il quadrate di 
tal retta sarebbe uguale al rettangolo di AR in RB ; impe- 
rocché quello sta a questo, come il quadralo di MN al qua- 
dralo di AB (144. ) . Ma il punto X tocca la circonferenaa 
del cerchio , che ha per diametro la BA ( 3Ò.E1.1II. ). Dun- 
que colesto circolo dovrebbe confondersi colla proposta ellis- 
se. Ch’ è un assurdo . 

Fadt. II. Si descrivano da' diametri AB , MN i scmicirco- 
li ADB , NFM. Egli è. chiaro, che le circonferenze di que- 
sti semicerchi non debbano tagliar 1’ ellisse in- alcun punto. 
Poiché , se ADB , eh' è una delle dette periferie , supponga- 
si tagliar 1’ ellisse in X , ordinata la XR al diametro AB del 
semicei cliio ADB , dovrebbe essere il quadrato di RX ugua- 
le al rettangolo ARB ; c quindi NM’ uguale ad AB* . Lo che 
ripugna alla prima parte. 
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Ciò premesso y dal .centro C dell' ellUse AMBN si tiri o- 
Tunque il semidiametro CFD ; sarà sempre la CE minore del- 
la CD, ed insiem maggiore della CF. Dunqae ogni semidia- 
metro dell’ ellisse sarà minore del semiasse maggiore CB , e 
maggiore del semiasse minore CM . E quindi il massimo de’ 
diametri di tal curva dovrà essere l’ asse ma^iore , e ’l mi- 
nimo di essi il minore. — C. B. i>. 

PROPOSIZIONE XIL 

IBOBEIU. 

148 - Le rette , che congiungono gli estremi di 
due diametri conjugati QF , EG ijig.i'i.'] dell’ el- 
lisse ABCD, cestituiscoiio un parallelogrammo u- 
guale alla metà del rettangolo degli assi AG , BD . 

Diu. Essendo i semidiametri Qtl , HE respettivamente u- 
gnali agli altri HF , HG , e V angolo QHE aguale al sno ver- 
ticale FHG ; sarà la QE aguale alla FG , e 1’ angolo GFQ u- 
guale all’ altro FQE : onde le due QE , GF,- cbe si sono mo- 
strate uguali, saranno benancke parallele ; e la figura QEFG ^ 
dovrà essere parallelogrammo . 

Inoltre dagli estremi A , B del semiasse maggiore HA , e 
del minore HB , e dagli altri Q , E de’ semidiametri conjnga- 
ti HQ, HE si tirino le tangenti AL, BL, QM, EM all’ ellisse 
ABE, cbe si uniran fra loro , come appare nella fig.13. e pe’ 
punti Q , B , tirinsì. le rette XQY , ZBV parallele alle BH, 
QH respeUivamente e congiungasi la.BQ. 

Ciò posto, il parallelogrammo BXYH è duplo del triango- 
lo BQU ; poiché tali figure hanno la stesa base BH , e son» 
tra le medesime parallele BH , XY. Ma dello stesso triango- 
lo QBH è anche duplo 1’ altro parallelogrammo QZVH , per 
essere entrambi nella medesima base QE, e Ira le medesime 
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parallele Q11 , ZV. Dunque saranno uguali i parallelogrammi 
BXYII , QZVH : c dovran serbare ugual ragione al lcrzo pa- 
ralielograniiiio lóPIl.Or i parallelogrammi BXYII, I6PII sono 
come le loro basi 11Y,11P, vale a dire in duplicata ragione di 
11 Y , HA (1118.) . Ed è ancora il parallelogrammo QZVH al 
medesimo parallelogrammo liPH , come HV base dei primo 
ad HI base del secondo , cioè in duplicata ragione di HV ad 
HE. Dunque sarà ancora HY : HA ;; HV : HE , o sia il pa- 
rallelogrammo BXYII all’altro BLAH,come il parallelogram- 
mo QZVH al parallelogrammo QMEH, per essere respeiliva- 
mcnte di uguali altezze sì quelli , che questi . 11 perebè es- 
sendosi mostrati uguali i parallelogrammi BXYII , QZVH , 
anche gli altri due BLAH , QMEH dovranno essere tra loro 
uguali : e ’l saranno pure i triangoli BAH QHE me- 

tà di essi. E prendendo i quadrupli di questi triangoli, emer- 
gerà il ])arallclogrammo ABCD uguale all’ altro QEFG . Ma 
il primo di questi parallelogrammi è metà del rettangolo de- 
gli assi LKBS. Dunque sarà benanche 1’ altro parallelogram- 
mo QEFG metà del detto rettangolo degli assi. — - C.B.D. 

l/>9. CoM. 1. Si rileva dalla precedente dimostrazione 
ebe : Con(jiuijmndo gli ctlrcniì di due eemidiamctii conjugati 
di un ellisse nc risulti im triangolo di costante grandezza , 
^ìoÈ , guanto gucllo che si ha congiugnendo gli eslivnii de duo 
gcoiiassi conjugati. 

iSO.Coftr 2. Compito il parallelogrammo MNOP da' dia- 
metri conjugati QF, EG , si comprende agevolmente, che i 
pai ulUIogramnii LKRS, MXOP sicno quadrupli do’ parali^ 
Icgrammi BLAH , QMEH . Dunque dovranno quelli ugua- 
gliarsi fra loro al pari di questi ; e perciò : TutC i parallelo- 
gramnà circoserifti in tal modo ad tm’ eUissc sono uguali al 
rUtangolo- degli assi , e quindi fra loro . 

1.5 i Con. 3. Si tiri 1’ ordinata ET [ flg.iS-l al semiasse mi- 
1 ore IIB ; sarà HT : HB :: HE : HI \\ HV : HE ( 138. ). 
Ma nel progresso della preseote dimostrazione si è veduto 
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essere HY ; HA :: HV : HE. DtiHqire sarà bcnaachc H¥ 
:IIA::HT;HB. 

152. Co«..4. Essendo poi HY : HT ;; HA : HB , o quin- 
di llV’ ; UT’ *: HA’: HB*; sarà HA*— HY' ad HB*— HT*, 
come HA* ad BB*, o come il rcUangolo AYC a QY’ (144.). 
Dunque sarà QY* uguale ad HB* — HT* , o al rellangolo 
BTD. E cosi pure può rilevarsi , che il quadralo di ET ade- 
gui il rellangolo AYC. Cioè : Se dagH estremi di due semi- 
diametri eonjtujali di un ellisse conducansi due semiordinato 
agli assi di una tal curva , questi saran da quello divisi pro- 
porzionalmente . £ ’l rettangolo di cotesti due segmeMt in cia- 
scun asse dovrà pareggiare il quadrata di quella delle dette 
scmiordinate , eh' è parallela ad un tal asse. 

PROPOSIZIONE XUI. 

YBOUEMa. 

i5S. Nell’ ellisse ARDQ g. ] , la somma 
de’ quadrati di due qualunque diametri conjugati 
GL , MP è quanto quella de’ quadrati degli assi 
AD , RQ. . - 

Dm. Si tirino dagli estremi G , Mde’ semidiametri oonju- 
gali GC , CM le ordinate GB , MN agli assi AD , RQ. 

£ poiché il quadrato deH’ipolenusa CG,nel triangoIoGBC, 
è ugnale a’ quadrati de’ cateti BC,BG : e per la stessa ragione 
CM’ è anche uguale a CN* con MN* ; sarò la somma de'qua- 
drati di GG e di CM uguale alla somma de’ quattro quadra- 
ti, di BC, di BG, di CN, e di NM. £ surrogando a BG*, ed 
NM’ i rettangoli RNQ , ABD loro ugnali respettivamente 
(152.) ; sara CG* con CM* uguale alle seguenti grandezze 
BC* , RNQ , CN* , ARD ; o finalmente ad AC* con CQ* 

( intendeodosi unite insieme la prima di quelle quattro gran- 
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detze eoo la quarta , a la seconda colla terza ) . Or essendo 
il quadrato di CG col quadrato di CM aguale al quadrato di 
AC col quadralo di CQ ; prendendo i loro quadrupli , saran- 
no i due quadrati de’diamelrì conjugati GL,PM uguali a’qua- 
drali degli assi AD, RQ. — C, B. D. 

154. Con. Se due semidiametri coojagati dell’ ellisse cool- 
pongausi ad angolo rette, l’ ipotenusa di queste triangolo sarti 
di una costante grandezza , dovendo sempre pareggiar quel- 
la dell’ anzidetto triangolo rettangolo . Or questo geomelrir 
co pamdotto, che ha luogo benanche per due diametri con- 
jugaii, è un principio di risoluzione del seguente piohlema y 
e di tante altre ricerche affini. 

PROPOSIZIONE XIV. 

PSaSLEMA. 

155. Dati di grandezza i due semidiametri con- 

jugati GB, GK di un ellisse , e 1’ angolo, 

ch’essi comprendono j determinarne i semiassi con- 
iugati . 

SoLvz. Dal punto G si elevi al semidiametro GB la per- 
pendicolare GA uguale all’ altro semidiametro GK ed uni- 
ta la BA si descriva dal diametro BA il semicerchio AGB : 
e sulle rette BA, BG si abbassino le perpendicolari GO,KH, 
da’ punti G, K. Inoltre si prenda nella GO la parte 0£, che 
stia ad essa GO , come il cateto KH all’ ipotenusa KG * del 
triangolo rettangolo GllK. £ finalmente per lo punto E si 
distenda la £C parallela alla AB , e congìungansi gli estremi 
di questa retta con uno degl’ incontri del semicerchio e della 

* £ da ciò può eonoKeisi , che in questo problema nou siavi il casa 
inipowMe. 


Digitized by Google 


deW ellisse. 


63 


EC. le conghmgcnii AG,Bt! saranno i semiassi addimemdati. 

Si compia il rettangolo ET. E poiché per costraziooe sta 
KH a KG, o alla sua ugnale AG, come la OE , o la CT al- 
la GO ; sark permutando KH : CT AG : GO AB : BG 
(B.El. F/.).Quindi il rettangolo di KH in BG è uguale all’al- 
tro di CT in AB , o di AC in BC . Vale a dire il rettangolo 
delle due rette AC , BC è quanto il parallelogrammo , che 
compicsi da’ due semidiametri conjngati GB,GK. Ma la som- 
ma de' quadrati delle AC , BC uguaglia la somma de’ qua- 
drati de’ detti semidiametri , essendo si V una , che 1’ altra 
ugnalo ad AB*. Dunque le AC , BC saranno i richiesti se- 
miassi 153.) 

156. CoB. 1. Prolunghisi la retta AG , sinché incontri in 
F la BF tangente del semicerchio in B . Saranno continua- 
mente proporzionali le tre retto AG , GB , GF (S.El.FI.) . 
Dunque la GF sark il semiparametro del semidiametro AG 
nella detta ellisse (143.). 

157. Cob.2. e se la stessa AG sia il semiasse minore del- 
la proposta ellisse, e 1’ altra AC il maggiore ; V arco GC sa- 
rk il luogo ore terminano le applicale , che dinotano le lun- 
ghezze di tntt’ i semidiametri di questa corra. E si conosce- 
rà chiaiamente esser la GF la massima delle interposte tra il 
semicerchio ÀGB , e la BP, e la CD la miuima. Adunque: 
Nelf ellisse il massimo paramelro è quello , che aW asse mino- 
re si conviene : e V asse maggiore avrà poi il minore para- 
metro , che parametro principale suol chiamarsi, 

158. Cob.4. Dal punto A conducasi la corda AQ al punto 
medio del semicerchio AQB ; questa retta dovrà dinotare 
quel semidiametro della proposta ellisse , il quale pareggi il 
suo conj ugato , e con ciò benanche il suo semiparametro . 
£ quindi : Il quadrato di ciascuna semiordinata a questo dia- 
metro sarà uguale al rettangolo delle ascisse S amendue i ver- 
tici di esso (144.). 

159. Scol. Con queste geometriche guide si potrebbero 
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con pari agCToletza risoircrc i segnenti problemi: Dato rat- 
te maggiore, e 'I minore di un ellisse : dclerminare la grandez- 
za di due semidiametri eonjugati di essa, che comprendano un 
angolo dato — 0 determinare la loro vicendevole grandezza e 
posizione, daW esser dato V angolo , onde uno di essi inclinati 
a que’ dati a ssi — Dati gli atti della detta curva , e la gran- 
dezza di un semidiametro di essa , ritrovare la grandezza: eia 
posizione del suo conjugato ; eie. 

Un giovane, che islitulscesi in questi Elementi, potrà dal. 
Trattalo Analitico delle curve coniche rilevare le varie ricecche, 
clic si possono fare in questo argomento , e le diverse diffi- 
coltà , che vi s' incontrano . £d ci , se attentamente il con- 
templi , potrà intendere la ragione , perchè mai in questo 
Corso geometrico , ed in quell’ altro analitico abbiansi dovu- 
to impiegare artifizi diversi , e quasi incomunicablili fra lo- 
ro , nei conseguire le medesime verità con eleganza. Ma nel- 
la teorica de’ diametri eonjugati delle iperboli ei vi scorge- 
rà un maggior divario ne’ ripieghi euristici , c dimostrativi, 
che vi si dovranno praticare . 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOBEUa. 

t 

i6o. I diametri eonjugati uguali di un ellisse in- 
clinansi nel minimo angolo. 

Sia r ellisse ARCO [ flg.iS. ] di cui sìa AC 1’ asse mag- 
giore RD il minore', e congiunte lo AB, AD si bisechino 
in M, N, saranno le OML, ONK i due semidiametri conju- 
gati uguali , e l'angolo LOK da essi compreso sarà quanto 
l’altro BAD (1 AB.) : e così pure , preso nel quadrante el- 
littico BLA un qualunque punto a , congiunte le Ba, aD , i 
semidiametri Orni , Onk condotti pe’ loro punti medii, m , n 
rappresenteranno due altri semidiametri eonjugati , che s’ io- 
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clineraoDO 1’ UDl’-tltroneU.’ angolo «nOn aguale a BaD , che 
dovrà esser sempre maggiore di MON , o sia di BAD. 

Descrivasi sopra l’ asse minore BD il segmento circolare 
che passi per A , il cui centro sia il punto E nel semiasse 
maggiore OÀ dell’ ellisse è chiaro, che condotta per Eal- 
r ellisse la semiordinata EGF ,.che incontri la circonferenza 
in F, dovrà la EG esser minore della OD, e la OD della EF; 
e però la EG della £F . Quindi il punto F cadrà al di fuori 
dell' ellisse ; e perciò la circonferenza BPA cadrà al di fuori 
del quadrante ellittico BaA. Si produca dunque la Da in P, 
e giungasi BP,sarà l’angolo BaD maggiore di BPD(31. £/./.) 
e però anche di BAD (21 .£/.///.) : cioè l’ angolo fOA' sarà 
maggiore di LOK ; laonde questo sarà il minimo. 

PROPOSIZIONE XVI. j 

TEOHEIIA. 

i6i .r^ell’ellisse AMD la sunnormale NH i6.] 
sta ad NC ascissa dal centro , com’ è AO parame- 
tro dell’ asse AD al medesimo asse. 

Din. Si prolunghi l’asse AD, finché incontri la tangente 
MQ in R . Sarà , per lo triangolo rettangolo RMH, il quadra- 
to di NM uguale al rettangolo RNH . Ma , per la sottangeu- 
te RN , il rettangolo AND è uguale all’altro RNC ( 1 1 9 o 
135.). Dunque sarà MN>: AND “ RNH : RNC. Or di que- 
ste due ragioni la prima è uguale a quella di AO ad AD 
(122); eia secouda è quantol altra diNHadNC(1.£/.F7) 
Dunque sarà NH : NC :: AO : AD. — C.B.D. 
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CAPITOLO III. 

DeUl XAN6ENTI , B SEGANTI NELL* BIXIMB. 

PROPOSIZIONE xvn. 


PBOBEEMA. 

iGa. Datoli paato R [^. 17. ] fuori T ellisse 
AMD , tirarle da esso una tangente. 

Cosi*. Si unisca il centro della figars Gol dato punto R , 
e si iroTÌ la CN terza 'proporzionale dopo le dnc CR , CA . 
Per N distendasi la retta Mm parallela alla tangente deH’ellis- 
ae in A , e si uniscano le rette RM, Rm ; queste conr/iwa» sa- 
ranno le tangenti condotte dai punto dato alt ellisse- 

La dimosUraEiooe è chiara dalla prop. 11 . , e dallo scol. 1 . 

prop. mi. 

163. Co*. La retta CR, che unisce il centro dell’ ellisse 
col concorso di due tangeoli dovrà dividere per neU la cor- 
da disusavi pe’ conUlti. 

t 

PROPOSIZIONE XVIIL 


TEOfiliMA. 


1. ^ corde FH, QA {fis . • 8. 10.] dol- 

I ellisse OFH • • j . j- . i 

f • incontrino dentro di tal curva , o 

*nent' * ^ * rettangoli FRH, QRA de’ loro seg- 

ME come i quadrati delle due tangenti 

’ parallele ad esse corde. 

stendano le tangcpli , e le corde prodotte insioo 
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ehe ineoDlrÌDO in G, Z , P, T i semidiamclri CN, CM tirali 
pe’ contatti. E poi per If , A, ove le seganti tagliano la cur- 
va , ai tirino le SHR , Ali parallele alle tangenti NE , ME. 
Sarà il triangolo FSH uguale al corrispondente quadrilineo- 
NSRZ (123.) : sicché , apponendo loro di comune il sotto- 
posto triangolo SCR, dovrà risultare il trapezio PHRC uguale 
al triangolo NCZ.E dimostrando in simil modo eseerelaUro 
trapezio LATE uguale allo stesso triangolo NCZ ; dovranno 
i due trapezi PHRC, LATC essere uguali tra loro. Laonde 
prendendola differenza di questi trapezi dal comune trapezio 
PKTC , rimarrà il trapezio HKTR uguale all' altro PKÀL. 

Ciò premesso , i triangoli simili DllR , DKT sono come 
i quadrati de’ loro lati omologhi DH , DK. Dunque sarà la 
differenza de’ triangoli , cioè il trapezio HKTR al triangolo 
DKT , come la differenza de’ quadrali di DH e di DK , vai 
quanto dire il rettangolo FKH , al quadrato di DK. Ma per 
la simiglianza de’ triangoli DKT , MEZ sta DKT : MEZ 
:: DK’ : ME’ . Dunque le tre grandezze HKTR, DKT, MEZ 
sono in ordinata ragione colle altre tre FKH , DK’ , ME’; 
onde sarà , ex acquo , HKTR : MEZ FKH : ME’. 

In simil guisa dimostrasi , che il trapezio PKAL serbi al 
triangolo GNE la medesima ragione del rettangolo QKA al 
quadralo di NE. Per la qual posa essendo le due ragioni di 
HKTR ad MEZ, e di PKAL a GNE uguali tra loro, pereioc- 
chè il trapezio è aguale al trapezio , e ’l triangolo al trian- 
golo dovrà eziandio il rettangolo FKII serbare al quadrata, 
di ME la stessa ragione , che ha il rettangolo QKA al qua-, 
drato di NE. Onde , permutando ,. dovrà essere FKH : QKA 
:: ME’ : NE’ . — C.B. D. 

1 65. Con. 1 . Se. due corde di un ellisse s’ tnlersegliino nel 
centro della flgura(nei qual-caso ciasouna di esse è diametro); 
t rettangoli de' loro rispettivi segmenti, cioèi quadrati di cotesti 
semidiametri, saranno proporzionali a' quadrati delle tangenlh 
parallele ad esse corde. 
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166. Con. 2. E però ; Le due tangenti menale da un me- 
desimo punto ad uri ellisse , non sono sempiv uguali pv loro , 
come avverasi nel cerehia ; ma nella ragione de' diametri ad es- 
se paralleli. 

167. Con. 3. Inoltre : Se una corda dell’ ellisse seglti due 
ordinate di un qualunque di lei diametro; i rettangoli de’segmen- 
ti di queste ordinale saranno proporzionali a’ rettangoli de’ cor- 
rispondenti segmenti di quella corda. 

168. Cor. h. Se dal triangolo PSH [ fìg. /9.] , e dal qua- 
drilioeo NSRZ, che sono uguali (123. ) , si tolga il comune 
trapezio NSHO ; dovrà rimanere il triangolo PNO uguale al- 
r altro trapezio HOZR. Onde potrà conchiudersi, come qui 
sopra, essere HOZR : MEZ :: POH : ME* . Ma il triango- 
lo PNO sta al suo simile GNE , come NO’ ad NE*. Dunque 
sarà FOH : ME’ NO’ ; NE’ . E permutando il rettango- 
lo FOH , e ’l quadrato di NO saranno come i quadrati del- 
le tangenti ME, NE , o de' diametri ad esse paralleli. 

Cioè : Se da un punto conducansi ad un ellisse una tangen- 
te , ed una segante ; il rettangolo delf intera segante nella sua 
parte esterna , e 7 quadrato della tangente , saranno come i 
quadrati de’ diametri , che sono paralleli ad esse rette . 

169. Scoi. Se le due corde NO , FT \_(ìg. i0.\ dell’ ellis- 
se ARDE, le quali s’ intersegliino in P,sieno parallelo a’ dia- 
metri conjugati RE, AD di essa curva , 1’ addotta dimostra- 
zione non potrà confarsi a questo caso , e gioverà modificarla 
Bel seguente modo. Dal punto P delle loro intersezioni si ti- 
ri comunque la segante QPR, e per lo centro C le si disten- 
da la parallela LCF. Sarà il rettangolo NPO all’ altro QPR, 
come RE’ ad Fli’.Ma per la medesima ragione è anche QPR 
; FPT FL’ : AD’. Dunque sarà , ex aequo, NPO ; FPT 
;; BE’ ; AD’. 
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TEOREMA. 

t ju. oe da un punto fuori I’ ellisse conducansi 
due tangenti ad essa curva , ed una qualunque se- 
gante; questa segante sarà divisa armonicamente da 
una tal curva, e dalla retta fra’ coutatti. 

La dimostrazione di questo teorema , è la stessa di quel- 
la della prop. xiii. parabola , ove però si avverta , che il 
retlaogolo dell' intera segante , nella sua parte esterna , e ’l 
quadralo della corrispondente tangente sono tra loro come i 
quadrali de' semidiametri paralleli a tali retto : quindi ba- 
sterà solamente eseguir la figura per 1’ ellisse come la corri- 
spondente nella parabola. 

17 1 .Con. Qui anche si verifica esser divisa armonicamen- 
te la retta, che si conduce dall' estremo della spante al pon- 
to medio della congiungenle i contatti, e poi si distenda in- 
aino alla parallela a questa tiratale pel ponto fuori l’ ellisse. 

PROPOSIZIONE XJX. 

TEOREMA . 

170, Seda un punto fuori 1 ’ ellisse conducasi ad 
essa le due tangenti , e due seganti ; le congiun- 
genti le intersezioni superiori tra loro , e le infe- 
riori , o saranno parallele alla retta fra’ contatti , 
Q concorreranno con essa nello stesso punto. 

La dimostrazione è quella della prop.xiv. parabola , ese- 
guendo la figura corrispondente per l’ ellisse . 
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E da tal propo»isio»e potrà anche dedurti il corollario a- 
ealogo, come ti è latto per la parabola al §. 8Q. 

PROPOSIZIONE XXL 

TtOtEM*. 

173. Se per gli estremi delle seganti un ellisse , 
elle passino tutte per un punto dato , lesi tirino le 
tangenti; i punti del concorso di queste saranno al- 
logali in una reltó data di posizione. 

Vedi la dim. della prop. xv. parabola , eseguendola Sgn- 
ra per 1’ ellisse. 

E qui potrà anche supplirti un corollario analogo a queL 
lo del $. 83. per la paraìxila. 

PROPOSIZIONE XXll. 

TtOSENA. 

' 174. Se dagli estremi A , D [/g.20.] di un qua- 
lunque diametro AD deU’ ellisse AMD si tirino ad 
essa curva le tangenti AQ » DS , che ovunque in- 
contrino una tangente laterale SQ; il rettangolo del- 
le tangenti verticali DS , AQ sarà sempre uguale al 
quadrato di CB, semidiametro corrugato di AD. 

E quel rettangolo n’ è poi un massimo. 

r 

Dih.Paut.i. Ckmgiungansi le MA, MD , che risnlteranno 
parallele alle CS, CQ da cui sono bisecate in H, K(1G3).E 
per», ordinata per M la MN al diametro AI>, risalteranno ù- 
anili tasto i triangoli ÀNM , CDS, che gli altri DNM,CAQ ; 
e dona stare , pe’ primi, DS : DG M NM ; NA , e per gU 
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altri QA ; AC “ MN ; ND. Qnìndi si avrk ancora DSxQA 
: DCxAC o sia AC* :: MN’ : ANxND , cioè come CB’ 
: AG’. Laonde sarè DSxQA aguale a CB’. 

Pabt.ii. Condacasi per M una qualunque altra retta qMs, 
Ira le AQ,DS ; starh DS v AQ SM : MQ (i70.), e però 
come Ss a : ed il rettangolo di AQ in Ss pareggorà 1' al- 
tro di DS in Qq . Or il rettangolo di Aq in Ds è quanto l’al- 
tro di AQ Q^ in DS — Ss, cioè quanto gli altri AQxDS 
-f-Q^XDS, meno qnelli di AQxSs-f-Q<}XSs,eqnindi quan- 
to il rettangolo di AQxDS meno l’altro di Q^xSsj p«r 
essersi dimostrati uguali gli altri duo , che tra loro però si 
distruggono . Laonde si vede che quel rettangolo di AQ in 
DS , risultando sempre maggiore di qualunque altro di Aq 
in Ds , sia il massimo. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TBOBEHA. 

1 75. Poste le medesime cose della proposizione 
precedente, il rettangolo SMQ delle parti 

della tangente laterale, che restano fra il contatto e 
le tangenti verticali , adegua il quadrato del semi- 
diametro CG parallelo ad essa tangente laterale. 

Ed all’ istesso quadrato di CG è pure uguale il 
rettangolo TMR delle parli della tangente laterale , 
che sono tra ’l contatto , o gl’ incontri de’ delti se- 
midiametri conjugati CA, CB. 

Dim. Paut. i. Le due ragioni di DS ad SM , e di AQ a 
QM sono ugnali fra loro , perchè uguali a quella di CB a 
CG (1G6.). 'Dunque la ragione, cb’ emerge dalla loro compo- 
sizione sarà duplicata di una di esse , o duplicata di quella 
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di GB a CC : cioè a dire starà DS x AQ : SM x MQ *! CB' 
: CG*. Ma si b qui sopra mostrato il rettangolo di DS in ÀQ 
ugnale al quadrato di CB ; dunque all' altro quadrato di CG 
dovrà esser uguale il rettangolo di SM in MQ. 

PauT. li. Inoltre il rettangolo RMT sta all’ altro QMS in 
ragion composta di RM ad MQ , e di MT ad MS : ma di 
queste due componenti la prima è uguale a quella di RN ad 
HA , e la seconda pareggia l’ altra di NC ad ND . Dun- 
que il rettangolo RMT staiii all’ altro QMS in ragion com- 
posta di RN ad NA, e di NC ad ND ; vale a dire quelle due 
grandezze saranno come il rettangolo di RN in NC all’ altro 
di NA in ND. Or questi sono ngali fra loro (119, e 135.). 
Adunque sarà il rettangolo RMT uguale all’ altro QMS , o a 
CG*. — C.B.D. 
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CAPITOLO IV. 

De' t‘i'ocni dell’ ellisse. 


176. Di:F.v.jr'«oco di un ellisse è quel punto del- 
l’asse maggiore di tal curva, ove l’ ordinata , che vi 
si conduce, ò quanto il parametro principale. 

177. Scol. Il semiasse maggiore di un’ ellisse , il minore, 
e 'I semiparamelro principale sono tre rette continuamente 
proporzionali , per esser tali i loro doppi . Dunque Ifi terza 
di quelle grandezze sarà minore della prima . £ quindi se 
nella C£ [ flg. !i2. } , semiasse minore dell’ ellisse ABD , 
tolgasi dal centro C la CG uguale al semiparamclro princi- 
pale, e per G poi si distenda la NGM parallela all’asse mag- 
giore AD , tal retta dovrà incontrar 1’ ellisse nc' due punti 
M, N ; e le perpendicolari IVIF , NV , che da essi liransi al 
detto asse , vi segneranno 'due punti f , V, ciascun de' qua- 
li sarà un fuoco . Lo che serve a mostrare la possibilità del 
denmlo , c ’l modo ancora di ottenerlo. 

178. Cor. Quindi i due fuochi dell’ ellisse serbano ugual 
distanza dal centro di una tal curva. 

179. Def. vi. L’ eccentricità di un’ ellisse è la 
distanza del centro di tal figura da ciascun fuoco 
di essa. 

Cioè a dire ella è dinotata dalla retta CF, o dall’altra CV. 

180. Ed un' ellisse si diràpm, o meno cceenlrica , Sccon- 
docliè sia maggiore , o minore il rapporto dell’ eccentricità 
al semiasse. Le ellissi poco eccentriche sono lini timo a' cer- 
chi ; c le molla eccentriche sono come due parabole uguali , 
che si riguardino con le concavità loro, ed abbiano per drit- 
to i' loro assi assai Innghr.. 

181 .ScoL.Le defiaizioDi del punto di subìimìià dcircllissc,, 

'IO 
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della linea di suiUmità , e de’ rami , sono qnelle stesse , che 
furane recate nel lib.I-, al capitolo de' fuochi della parabola. 
£ poiché i fuochi dell’ ellisse sono due (177.); vi saran però 
eziandio due punti di sublimità S , s , e due linee di subli- 
miià SY, sy. 


PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA. 

182 . La retta FB f^g-. 22 .] , die unisce il fuo- 
co F deir ellisse A 6 D con un estremo B dell’ asse 
minore BQ , è uguale al semiasse maggiore àC, £ 
ciò conduce a ritrovare agevolmente i fuochi . 

ET eccentricità CF è media proporzionale tra 
il semiasse maggiore àC, e la dilTerenza di esso dal 
semiparametro principale. 

Din. Pa*t. i. Essendo continuamente proporzionali le tre 
rette AG , GB , FM , starà AG’ : GB’ :: GB* : FM’ . Ma la 
prima di queste ragioni è quanto quella del rettangolo AFD 
al quadrato di FM (144.) ; dunque sarà AFD : FM’ :: GB' 

: FM* , e quindi AFD uguale a GB’ . Aggiungasi di comu- 
ne GF* ; dovrà emergere AG’ uguale ad FB* , ed AG uguale 
ad FB . Perla qual cosa , se prendasi per centro un estremo 
dell’ asse minore , e per intervallo il semiasse maniere della 
delta ellisse , il cerchio , che si descrive , segnerà bell’asse 
i due fuochi di essa curva . 

PART.ii.Dal centro G si tiri la GE. perpendicolare alla BF, 
dovrà-stare BF : BG ::BG : BE. Ma èBF uguale ad AG. Dun- 
que sarà BE uguale ad FM. E poiché sta BF ; FG FG : FE, 
ne segue che raccenliicità CF sia media proporzionale tra 
il semiasse AG, c la eh' é diilcrcnza dì esso dal semipa- 
rametro principale BE , o sia FM. 
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183. CoK. n quadralo del semiasse minore di un ellisse i 
uguale al rettangolo delle parti dell'asse segnatevi da ciascun 
fuoco . E 7 quadralo dell eccentricità della detta eurva, i les 
differenza de' quadrali del semiasse maggiore , e del minore . 

184. Scol. S i condaca pel vertice A la AT parallela allaFB 
e sìa S il punto di sublimila dell' ellisse , stara (120, e 135) 
DS;SA::DF:rA,eDSxS\ : SA* ::DFxFA; FA* ;:CB* 
: FA* ; c permutando sar'a llS x SA ; CB* S.\* : FA* CA* 
CF’ (I‘18,el38) :: CT* ; CB*. E quindi sarà DSxSA=CT*. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

i85. La tangente l’ ellisse in un punto. , i ranù 
condotti al punto stesso da’ due fuochi , e la nor- 
male corrispondente sono rette armonicali. 

Dm. La tangente NP [flg-~3. ] incontri in P 1’ asse mag- 
giore AD, cui si ordini dal contalloNla NR, e sieno FN,NV 
i rami, ed NO la normale pel ponto N. Ed essendo CA : CB 
::CB : FM ; si arra CA* : CB* :: CA: FM::CR: RO (161 ), 
e convertendo CA* : CF’ CR : CO ,0 come il rettangolo PCR 
all’altro PCO . Quindi sarà CF’ uguale al rettangolo PCO , c 
PC : CF :: CF ; CO. Laonde si avrà PC -J- CF ; PC — CF 
:: CF +, CO : CF — CO, o sia , per essere CF uguale a CV , 
sarà PV ; PF :: VO : OF . Adunque la retta PV sarà divi- 
sa armonicamente ne' pnnti P , F , 0 , V ; e le quattro rette 
NP , NF , NO, NV saranno armonicali', essendo la tangen- 
te alterna con la normale , c l’un ramo con 1’ altro. 

186. Cor. 1. Essendosi dimostrato CF* uguale a PCO si 
ha , che : 

L’eccentricità nell ellisse è media proporzionale tra l ascis- 
sa dal centro CR , corrispondente ad un punto qualunque N, 
aecreseruta della sottangciile RP , e la stessa ascissa minorata 
della sunnormale RO. 
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187. Con.2. Essendo armonicali le quattro rcllc NP, NF^ 
NO, NV, c 1’ angolo PNO delle allerno_NP, NO retto ; do- 
Trit essere Tangolo PNF uguale all’ altro GN'V (78). Ciofc_: 

NeircUIssc, i due rami condotti ad un punto qualunque del- 
la curva, s inclinano cgufdmente alla tangente per tal punto. 

188. Con. 3. Dal fuoco V si tirila perpendicolare VG 
alla tangente NP , produccndola fino ad incontrare I’ altro 
ramo FN in K , sarà la VK bisecata dalla PNG , per esser 
ciascun degli angoli acuti VNG , KNG uguale allo stesso 
PNF. Ma è pure la VF bisecata in C. Adunque sarà CG pa- 
rallela ad FK , o sia al ramo FN . £ però : 

Se da un fuoco dell' ellisse si meni la perpendicolare ad 
una di lei tangente , 0 poi si unisca il centro della figura cdl 
punto di una tale incidenza ; cotesta retta dovrà esser paral- 
lela al ramo tiralo al contatto dall' altro fuoco. 

189. E viceversa : Se dal centro dell ellisse conducasi la 
parallela al ramo , che passa per lo coìUatto , e poi si uni- 
sca /’■ altro fuoco col concorso della parallela , e della tan- 
gente ; cotesta congiungente dovrà essere perpendicolare alla 
tangente suddetta. 

PROPOSIZIONE XX\1. 

f TEOnEHA. 

190. Il reltangolo de’ rami NV , NF ] 

condotti ad uno stesso punto dell’ ellisse , è ùgdàle 
al quadrato del semidiametro CL conjugato a quel- 
lo, che passa pel detto puntò. - 

Din. I semiassi conjugatt CA , CR della proposta elìlste 
prolraggansi insino ^lla taugcnlc GN di essa curva . Inoltre 
si meni la CG parallela al ramo FN, c si unisca la -VG , che 
sarà perpendicolare alla tangente PN (189.). 
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Ciò posto i due triangoli rettangoli PVG, PCQ, arendo di 
comuDC l'angolo acuto P, sono equiangoli; onde dovrà essere 
PV : PQ ;; GP : PC. Ma l’ è poi GP : PC :: PN : PF, per 
esser simili i due triangoli PCG,PFN. Dunque sari» PV ;PQ 
PN: PF. Il perchè avendo i due altri triangoli PNF,PQV 
le condizioni della 6. ELFI.] avranno pure ugnali gli angoli 
PFN, NQV. Ma sono poi uguali gli angoli PNF,QNV(168).' 
Dunque i due triangoli PNF, QNVsaranno altresì equiango- 
li, e simili. Sicché dovendo essere PN : NF :;NY;NQ; sarà 
il rettangolo delle medie VN,NF uguale a quello dello estre- 
me PN, NQ, cioè al quadralo di CL (175). — C, B. Z7* 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA. 

igi. Se da’ fuochi V , F {fig. a3. ] deU'ellisse 
AND conducansi, ad un medesimo punto N dèi pe- 
rimetro di essa curva, le due rette VN, NFj la som- 
ma di questi due rami sarà uguale all’ asse maggió- 
re AD . , 

Din. Il quadrato delle due VN , NF , considerate come 
una sola retta , è uguale alla somma de’ quadrali di NV, NF 
una col doppio rettangolo di VN in NF. Dunque sarà uguale 
alla somma di 2CF', c di 2CN’ con 2CL’ (^A.El.II, e 190). 
Ma la somma de’ quadrati de’ semidiametri conjugati CN,CL 
è uguale alla somma de’ quadrati de’ semiassi conjugati GB , 
CA ( 153. ). Dunque sarà il quadrato delle due VN , NF , 
come una sola retta , ugnale a 2CF* , con -2CB* , e con 
2CA’ , cioè a 2CA’ con 2CD’, essendo CF’ con CB’ ugua- 
le a CD’ (182.). E quindi quel quadralo delle due VN , NF 
sarà uguale a /iC.l* : e la-somma di essi rami VN , NF do- 
vrà pareggiare 2CA , o l’ asse maggiore AD. — C. B. D. 
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102* Cor. 1- Essendo T*K p8r&1le1& & GOj ed FV doppia 
di ve ; sarà anche FK doppia di CG. Ma per essere (188.) 
isoscele il triangolo VNK la NV pareggia la NK , e quindi 
FK è aguale alla somma de’ rami FN,NV, ossia all'asse mag- 
giore AD. Adunque CG sarà ugnale al semiasse CA. Cioè : 

Zfl parallela condotta pel centro delt ellisse ad un de’ ra- 
wi j prodotta fliio alC incontro della tangente per f estremo di 
questo , è uguale al semiasse maggiore. 

1 93. CoB. 2. Essendo NO la normale in N; saranno sìmili i 
triangoli FNO,CVG, e quindi starà FN:FO;:CG:CVj cioè: 

Il ramo sta a quella parte, dell’ asse, ch'é tra il fuoeo, e la 
normale pel suo estremo , come il semiasse maggiore all ec- 
centrieità . 

194. CoB. 3. Ed essendo CG sempre uguale al semiasse 
maggiore CD, per qualunque posizione della tangente, e ret- 
to I angolo VGN , ne segue , che : 

La circonferenza del cerchio circoscritto all ellisse i il luo- 
go geometrico degl incontri delle perpendicolari tirate da’ fuo- 
chi sulle tangenti di essa curva . 

194. ( ) Cob. 4. Quindi tirata dall'altro fuoco F la FII 

perpendicolare alla tangente in N , [pg.^ l.'ì, e congiunta U 
llC , producansi le HG , VG , Gnchè s* incontrino in T ; ed 
essendo uguali, e simili i triangoli HCF , VCT , sarà CT u- 
gnale a Gii ; e quindi il punto T si apparterrà pure alla cir- 
conferenza del cerchio circoscritto all’ellisse. Ori due lati 
IlT, GT del triangolo HGT iscritto nel cerchio ATG , co- 
munque varii la posizione del terzo lato HG, che tocca l’.el- 
lisse , passan sempre per gli stessi punti C , Y. Adunque : 

Se due lati di un triangolo variabile iscritto in un cerchio 
passino continuamente per due punii fissi , f un de’ quali 
sia cenliv del cerchio , e V altro un punto dentro di esso ; iC~ 
terzo lato toccherà sempre un ellisse concentrica al cerchio , 
avente per asse maggiore il diametro di questo , c t altro p un- 
to per fuoco. 
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PROPOSIZIONE xxvin. 

TEOBEMA. 

195. Se ad un qualunque punto N [fìg. a 5 , ] 
deir ellisse AND conducansi il ramo FN, e la nor- 
male NO j e dal punto O , ove la normale incontra 
r asse , si tiri la OE perpendicolare al detto ramo : 
la parte NE , che da questo quella ne tronca verso 
la. curva , sarà uguale al semiparametro principale. 

Dib . Si ordini la NR all’asse AD, e pel centro C dell’ el- 
lisse lirinsi le CQ , CG rispelliTamente parallele alle NR , 
NF ; sarh l' angolo QCG uguale all’ altro FNR , e l’ angolo 
QGC ugnale a PNE: che però (congiunta la RE) essendo l’an- 
golo PNE uguale ad NRE ; poiché il cerchio descritto dal 
diametro NO toccando in N la retta NP, dee passare per £ ; 
sarà pure l’angolo QGC ugnale ad NRE. Laonde risultando 
simili i triangoli QCG, NRE, si avrà CG : CQ :: RN : NE, 
ed il rettangolo di RN in CQ , cioè CB’ (i 18, e 135) , sarà 
uguale all’ altro di CG , o CÀ in NE ; e quindi essendo CA 
: CB :: CB : NE ; dovrà la NE parevate il semiparametro 
principale — C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA . 

196. Se da’ fuochi F , V [ fig. 24. ] dell’ ellis- 
se AND si abbassino le perpendicolari FH , YG 
ad una qualunque di lei tangente HNG j il rettan- 
golo di queste perpendicolari sarà sempre uguale al 
quadrato del semiasse minore CB . 



So 
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E’I rettangolo de’ rami FN, NV [Jìg- a 5 .], ti- 
rati al contatto N, serberà al quadrato della norma- 
le KO la costante ragione dell’ asse magglpre al pa- 
rametro di esso . 

Dim. Part.i. Poiché il ccrebio descritto dal diametro AD 
[fig S-i.] dee passare per 11, e S (193), c che lal’H è uguale 
alla \ T; sarà il rellangolo di FU inVG quanto l’altro in TV 
in \G , o sia di AV in VD , e però uguale a GB’ (183.) . 

Pabt. 11. Essendo l’angolo HNF [/!(/. J? 5 .] uguale aU’altro 
EON, ( come si ha dalla dimostrazione del teorema prece- 
dente ); il triangolo NEO rettangolo in £ sarà sìmile al tri- 
angolo FMl rettangolo in 11 , e con ciò anche sìmile all’ al- 
tro \GN ( 187.) . Or dalla similitudine de’ triangoli F’NII, 
NEO rilevasi essere FN'.Fll:; NO:NE; e per la simiglian- 
za degli altri due VGN, NEO dee stare \'N:VG;:NO; NE. 
Dunque ( componendo queste due analogie) si avrà il retlaa- 
golo di FN in \N al rettangolo di FU in YG , o al quadra- 
to di GB , che gli ò uguale (paW./.) , come il quadrato di 
NO al quadrato di NE . Onde sarà, permutando , FNxNV 
; NO’ :: GB* : NE’ . Ma GB' sta ad NE’, come 1’ asse mag- 
giore al suo parametro (195, e 146). Adunque sarà eziandio 
il rettangolo de’ rami FN, N V al quadrato della normale NO, 
come r asse maggiore al suo parametro. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA . 

197. Nell’ ellisse il ramo FR [fì^. a6.] è qnan- ' 
to la semiorclinala condotta all’ asse pel suo estre- 
mo, e distesa insino alla tangeule , cite procede dal 
punto di sublimità verso lo stesso ramo . Cioè a di- 
re FR è uguale a PNi 


m 
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E lo stesso ramo FR sla alla perpendicolare RG, 
che dal suo estremo si lira sulla SG linea di subli- 
mila della curva , come l’ cccenlricilà al semiasse . 

Dim. PxnT. i. La tangente SN incontri in H, T le tangen- 
ti D1I,AT tirale all' ellisse dagli estremi dell' asse maggio- 
re; sarà la ragione di SD ad SA ugnale a quella di DII ad AT, 
pe’ triangoli simili IIDS , AST . Ma la stessa ragione di SD 
ad SA è anche uguale a quella di DF ad FA (ITO.). Dunque 
sarà DII; AT :;DF : FA, c quindi DUxAT: AT' :;DFxFA 
: FA* . Ma i rettangoli di 1)H in AT, o di DF in FA sono u- 
goali fra loro (I7-V.1b3.). Dunque sarà pure AT' ugnale ad 
FA', cd AT uguale ad FA. Inoltre il rettangolo di LN in NR 
sta al quadrato dì NM, come il quadralo dì AT , o della sua 
uguale AF a quello di TM (IC6, 1G8.) ; e sta poi AF' ;TM* 
:: FP' : NM’ . Dunque sarà LNR : NM' :: FP' ; NM’ ; o 
quindi LNR sarà uguale ad FP’ . Ed aggiungendo ad essi di 
comune PR’ , sarà PN’ uguale ad FR’; c PN ugnale ad FR. 

Part. II. Le rette FR , RG sono respetlivamente uguali 
alle PN, PS ; dunque sarà FR ; RG :: PN : PS. Ma pc’ tri- 
angoli sìmili PSN, SGQ sta PN a PS , come CQ , o la sua u- 
gusle CA a CS (182 e part.prcc.). Ed è CA : CS :: CF : CA 
(162.). Dunque starà benanche FR:RG:;CF:CA. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOnEMA. 

198. Se dagli estremi di due rami conducansi le 
tangenti ^ la retta , che unisce il fuoco dell’ ellisse 
col concorso di queste tangenti , divide per metà 
r angolo compreso da’ medesimi rami. 

La dimostrazione di questo teorema è la stessa di quella , 
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che fu recala alla proposizione xxi. della parabola ; e ba- 
slerb solamente il descrivere la figura per lellisse con le me- 
desime lettere che quella per la parabola , e modificarvi la 
dimostrazione nel luogo ove dice : estendo questi rami ugua- 
li a quelle perpendicolari. Dovendo per l’ellisse dirsi : esten- 
do questi rami proporzionali a quelle perpendicolari. 

499. Con. In questa curva si possono anche dedurre, 
me si è fatto nella parabola , lo verità seguenti. I. Cioè : 
dagli estremi di una corda condotta per un fuoco dell ellitt 
tirino a questa curva due tangenti ; il concorso loro sarà allo- 
gato nella linea di sublimità , II. £ ad una tal corda dovrà 
estere perpendiaolare la retta, che unisce il detto fuoco col con- 
corso delle medesime tangenti. 


Fine del libro secondo. 
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SEZIONI CONICHE 

laisao TERZO 

DELL’ IPERBOLE. 


CAPITOLO !• 


Ve’ DI^ETItl DELLE IPEEBOLI OPPOSTE. 

. !■> 

PROPOSIZIONE I. 

TEOBEHA-. 

200. Nell’iperbole ANa il quadralo di 

una qualunque semiordinata NM sla al rellangolo* 
AMD delle ascisse d’ amendue i vertici A, D , co- 
me il lato retto AB al trasverso AD , cioè come il 
parametro al diametro. 

Ed i quadrati di due semiordinate NM, nm, so* 
no tra loro come i rettangoli AMD , AmD delte 
corrispondenti- ascisse da entrambi i. vertici . 

La dimostrazione di questo teorema può leggersi in queU 
la della proposizione 1. dell’ ellisse , con riscontrare la Ggn- 
ra citata. 

201 . Def. I. Si dice centro dell’ iperbole ANa il 
punto medio C del Iato traverso AD di essa curva . 
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E si dirà surregolatrice la parallela CF , che da 
un tal centro si conduce alla regolatrice BD della 
stessa curva. 

202. Con. 1. Il quadrato di una qualuoque semiordioata 
MN dell’ iperbole ANn b duplo del trapezio AMPF , che ne 
aggiunge al triangolo ACF la IVI P perpendicolare ad MA . 
(115.). Onde starà MN' ad wm*, come il trapezio AMPF al- 
r altro ArwpF. 

203. Scoi.. Non pur dalla genesi dell’ iperbole , ma dalla 
seconda parie di questa proposizione ben si comprende, che 
i rami curvilinei di cotcsla curva debbano divergere all'infinU 
to non meno tra loro, che dal diametro, che in mezzo ad es- 
si producesi all’ in giù indefinitamente. Inoltro lo anzidetto 
ascisse non sono segmenti del diametro , quali "erano nell’ 
ellisse , ma ne sono i suoi producimonti. Ed esse dioonsi dal 
vertice , per distinguerle da quelle che computandosi dal 
centro diconsi però do/ cen/;-o. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOaBMA. ■ 

ao4- Se dal centro dell’ iperbole ANQ , 

tolgasi nel semidiametro CA la parte CP, terza pro- 
porzionale dopo un’ ascissa CM presavi dal centro, 
e ’l detto semidiametro : la retta che unisce 1’ estre- 
mo di quella parte troncala con un estremo dcl- 
r ordinata conis])ondenle alla detta ascissa , sarà 
tangente di celesta sezione. 

E r angolo del contatto ijrerbolico non sarà divi- 
sibile per una retta. 

Liidimustraziunu di questo teorema può leggersi nella pro- 
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positioDe 2. deir ellisse , eoo osservare la figura citata. 

205 .C 0 B. 1 . Qui può anche rilevarsi, che stia FM : MA 
:: MD : MC. E che debba pur essere PD : DM :: FA : AM. 

20C. CoB. 2. £ s’ intenderà di leggieri qual srliCzio di 
Geometrìa abbiasi a praticare , per condurre la tangente al- 
1 ’ iperbole ÀNQ , per un dato punto della della curva , il 
qnalc non isliavi nel vertice. Che se in tal vertice ne abbi- 
sogni condurre la tangente > basterà distendere per esso la 
parallela ad una sottoposta ordinala. 

207. CoB 3, Il diumelro dell' iperbole prodotto insino ad 
tot’ ordinata è divito armonicamente dalla curva , e dalla 
tangente condottale per un estremo di essa ordinala. 

PROPOSIZIONE III. 

/ 

TEOBEMA. 

aoS.Tultele tangenti dell’ Iperbole ANQ 
concorrono col suo diametro AD sotto del centro C. 

E se dal detto centro conducasi ad un punto N 
[ y%.3. ] deir iperbole ANQ la retta CN , questa 
retta dovrà cadere entro la sezione,* nè potrà segare 
altrove una tal curva j ma si bene l’opposta sezione. 

Dim. Part. I. [ ftg. 2. ] . Nel cor. 1 . del teorema prece- 
dente si SODO dimostrati uguali i due rettangoli DMA, CMP; 
dunque siccome il primo di essi è minore di CM’(G.£/.ll.) ; 
così sarà anche ! altro CMP miuore dello stesso CM’ : quia- 
di MPsarù minore di CM , c 'I punto P del coucorso della 
tangente NP,' e del diametro AD dovrà cadere sotto del cen- 
tro di tal seziono. 

Pabt. II. La retta CN [ pij-3. ] noti potendo osser tangen- 
te deir iperbole ANQ, per quel che si è detto nella parte t , 
dee cadere eaUo Ul curva. Né poi può incoatrorla in un qual- 
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che altro ponto Q. Imperocché, se ciò sia Tcro, s’ intcndtan» 
condotte pe’ punti N, Qle semiordinate NM,QH al diametro 
AD deir iperbole. Sarà NM : QR CM : CR|, pc’ triango- 
li simili NMC, QRC ; e qnindi ancora NM' ; QR’ :: CM' 
: CR’. Ma per la natura di questa curva l’è anche NM’;QR* 
DMA : DRA. Dunque sarà eziandio CM’ : CR’ “ DMA 
DRA, e con ciò CM’ : CR’ :: CM’ — DMA : CR’— DRA 
;; CA’ ; CA’. Laonde sarebbe CM* ugnale a CR’ , eh’ bua 
assurdo . 

Inoltre si tagli la retta Cm uguale air aRra CM, ed ordi- 
nata la tnn al diametro AD, si conghinga la Gn. E poiché la 
differenza de’ quadrati delle CM , CA è quanto la differenza 
degli altri di Cm,CD ; saranno pure i rettangoli DMA, AmD, 
che disegnano quelle differenze, tra se uguali ; e quindi an- 
che i due quadrati di NM, e di nm , che son proporzionali 
ad essi rettangoli , dovran pareggiarsi : e sarà la retta NM 
ugnale al! altra noi. Dunque i due triangoli NCM , nCm do- 
vranno avere gli angoli MCN , mCn tra se uguali . Onde 
dovrà stare la CN per dritto colla Cn . E con ciò la segante 
CN, che conducesi dal centro dell’ iperbole ad un punte del 
perimetro di essa curva , dovrà tagliare ! opposta sezione 
Del prolungar quella retta al! insù del centro della curva. — 
C.B.D. 


PROPOSIZIONE IV. 


TSOBEMA. 


aog. La retta AB [fig- 4> ^ » ebe passando per 
lo centro C delle iperboli opposte AE, BQ, si ar- 
lesta nelle convessità loro, dee restar divisa pér me- 
‘à nel detto centro. 

ti le tangenti AS, BT, che da*^ suoi estremi con- 
oconsi ad esse curve,, debbono esser parallele. 
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'Diii.Si legga la dimostrazione della prop.iii. dell’ ellis- 
8C , eoo riacontrare la Bgara quassù citala 

PROPOSIZIONE V. 

TEOBEMA. 

aio. Se da un qualunque punto G [ /%-. 5 . ] del 
perimetro iperbolico AQG conducansi le due rette 
GN , GB rispettivamente parallele alla tangente la- 
terale QS , ed alla verticale AP j il triangolo NGB, 
eh’ esse comprendono col diametro delle sezione , 
sarà uguale ai corrispondente quadrilineo TBAP. 

Dia. Veggasi la figura qui indieau , con leggere la dimo- 
strazione della prop. iv. dell’ ellisse . 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOBEHA. 

2 1 1 . La segante CH ] , che passa per lo 

centro C dell ipterbole AQG, dee dividere per me- 
-tà tutte le corde, che denuo ad essa giaccion paral- 
lele alla tangente QS. 

Onde la retta CH sarà un altro diametro delle se- 
zione, il quale ha per sue ordinate le proposte corde. 

DiM.CAa.i.Condncausi al diametro Aa pe’punti G,D, le se- 
niordinate GB , DV , che incontriuo la segante CH oo’punti 
T , Y; e queste cadano primieramente a parti opposte del 
diametro Ao ; sarà il triangolo GNB uguale al quadrilineo 
APTB {prop.pree.) j e tolto lo spazio comune tIiNB , reate- 
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rk il triangolo THG ugnale allo spazio APtlN e* quindi H 
triangolo DIIY , per essere anche il triangolo DVN uguale 
al quadrilinco PAVY. Adunque essendo uguali i triangoli 
simili THG , DHY , sarh 111) uguale ad IIG. 

Gas. 11. Che se le ordinate GB , DV [ cadano dalla 

stessa parte del diametro Ac, allora dal triangolo GNB, e dal 
quadrilinco APTB , che gli è uguale, tolto lo spazio comune 
TllDVB , resteranno i due triangoli THG , DVN, presi in- 
sieme, ugnali al triangolo DHY col quadrilinco PAVY, che 
essendo uguale al triangolo DVN, sarà il solo triangolo THG 
ugnale al triangolo DHY, che gli è pur simile j e perciò sarà 
pure HG uguale ad HD. ' 

213 . Con. 1. Nell’ iperbole , oltre al lato trasverso asse- 
gnatole dalla sua genesi per sezione , si possono concepirò 
ìnnnili altri diametri , che passan tutti per lo centro di tal 
curva . 

21 n. Con. 2. La retta, che unisce il centro dell’ iperbole 
col punto medio d’ una di lei corda , dee incontrar tal cur- 
va in quel punto , ove la tangente che le si conduce 6 pa- 
rallela alla detta corda . E ciò può dimostrarsi colla guida 
del §. 120. 

21 A. Con. 3. Si descriva un cerchio , che abbia per cen- 
tro il punto medio del lato traverso, e per intervallo una ret- 
ta maggiore della metà del detto lato : di poi si tiri la corda 
per le sezioni d’ una delle due iperboli opposte, e si unisca 
il detto centro colla metà di questa corda. La congiungente, 
distesa d'ambe le parli, sarà l’ asse dell’ iperbole : per essere 
perpendicolare ad essa corda, e quindi alle laagcnti della cur- 
va pc' suoi estremi . Ed i due punti , ove l’ asse incontra le 
iperboli opposte si diranno i vertici prinoipali di esse cune. 
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TEOKEHA. 

/à 1 5.1 quadrati delle semiordinate ad un c^alon- 
que diametro dell’ iperbole sono fra loro come i 
rettangoli delle corrispondenti ascisse da entrambi 
i vertici. 

Dm. Qui si potrà dimostrare, corno nell’ ellisse , che sia 
il Inainole GHT [flg.6.^ uguale al trapezio QHNS,o che nel- 
V opposta sezione il triangolo ght sia uguale al suo corrispoo* 
dente trapezio qhn$. "E collo stésso' ragionamento potrà rile- 
varsi, che sia il triangolo EFR uguale al trapezio QFMS. 
Dunque dovrà essere GHT : EFR ;; QHNS : QFMS. Ma i 
primi due termini di quest’ analogia , cioè i triangoli simili 
GHT, EFR, sono come i quadrati de’loro lati omologhi GH, 
£F ; ed i trapezi QHNS, QFMS, che ne sono i termini rima- 
nenli sono proporzionali a’ rettangoli ^HQ , ^FQ ( 124. ) . 
Dunque sarà GH’ : EF’ 5 HQ ; 9 FQ. 

Ed essendo , per la medesima ragione , il triangolo GHT 
all’ altro ght , come il trapezio QHNS al trapezio qhns ; sa- 
rà pure GH’ : gh' :: ^HQ : QA^ ; essendo la prima di que- 
ste due' ragióni uguale a quella de’ triangoli , e l’ altra ugualn 
alla ragione de’ trapezi. — C.B.D, 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOBEMA. 

3 16 . Se da un punto di un qualunque diametro 
dell’iperbole gli si elevi la perpendicolare , terza pro- 
porzionale dopo r ascissa, e la semiordinata corri- 
spondenti a quel punto ^ l’ estremo di detta per- 
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pendicolarc sarà allogato in una retta data di posi- 
eione , che dicesi regolatrice della proposta curva. 

La dimosirazioae di quealo teorema può leggerai in quel- 
la dclla proposizione tu. deli’ elliaae , deacriveodo la figura 
corriapoadeole . 

PROPOSIZIONE IX. 


TEOBCUa. 


a 1 7 .Nell’ iperbole , il quadrato della semiordi-: 
naU a qualunque diametro sU al rettangolo delle 
ascisse d’ amendue i vertici ,com’ è al detto diame- 
tro il suo parametro. 

La dimostrazione di questo teorema può leggerai nella 
proposizione vili, dell' ellisse , con adattarvi la figura cor- 
.rispondcnle. 

21 8. Scoi, t .Coletta proprietà essenziale dell’ iperbole, che 
nel primo di questi teoremi erasi dimostrata pel lato trasver- 
so di essa curva , qui vedesi convenir del pari ad ogni altro 
diametro dell’ iper^le.Onde lutto quello, che in conseguou- 
zadi tal principio n’ è stato fin qui dedotto, potrà convene- 
volmente per ogni altro diametro aver luogo. 

219. Scoi.2. Le definizioni della sotlangente nell’ iper- 
bole relativa a’ diametri , e della sunnormalc , sono identi- 
tiche a quelle per l’ ellisse (136.) , e per la parabola ( 58 , 
e 59.). . 
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PROPOSIZIONE X. 


9 ^ 


TBOKÈIIA. 

aao. Ogni diametro dell’ Iperbole , qualora lo- 
coDtri una di lei tangente, e l’ ordinata per ló cod- 
tatto , dee restar diviso armonicamente dalia cur- 
va , e dalla detta ordinata. 

La dimoalrazione di questo teorema è identiea a qaella 
della prop. ix. dell’ ellisse ; ood’ ella quisi potrà legi^erti , 
con eseguire la figura corrispondente. 

221 .CoB. Allorché un semidiametro dell’ iperbole, il qua- 
le sia segalo da una di lei tangente , protratasi insiuo al- 
r ordinata per le contatto , debbono esser cantinuamenie pro- 
porzionali [ ascissa del centro , ib detto semdiamelrOf-e qutl- 
S ascissa dimnuita detta sottangente^ 

PROPOSIZIONE XI. 

TBOBEMA . 

333. Neir iperbole la sunnoitnale MH [Jìg.ì. ^ 
sta all’ ascissa MC dal centro, come AO parametcov 
dell’ asse AD al detto asse. 

Sin. Si legga la dimostrazione delia prop.xvi. dell' ellia* 
se , e si riscontri la figura qui citata. E 1 parametro dell’aS' 
se si chiami parametro principale. 

223.C0B. 1. All' asse DA dell iperbole ANQ si elevi,, dal 
vertice A, le perpendicolare AO uguale al parametro del det- 
te asse , e si tiri la regolatrice DO , e la sorregoiatrice GF ; 
aarb MII : MC ir AO : AD MS : MC , pe' triangoli simili 
ADO , MSG. Onde dovrii essere MH uguale ad MS. 
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22A. Coi. 2. Danque in generale : le surngolalrici relative 
agii asti delle curve coniche sono i luoghi delle loro sunnormali, 
aaS. Def. II. Se dal centro C [Jìg. 7. ] dell’ i- 
perbole GAK conducasi la CP parallela ad una di 
lei tangente, e media proporzionale tra ’l semidia» 
metro CA , che passa per lo contatto , e ’l semipa- 
rametro di esso j una tal retta si dirà semidiametro 
secondario di CA.E la CA si direbbe semidiametro 
primario rispetto alla CA. 

226. Con. 1 . Si distenda il semidiametro ÀC verso a, sic- 
ché Ca adegui CA ; e similmente si prolunghi l’ altro semi- 
diametro PC in £ , finché sia CE nguale a CP : l’ intero Aa 
si diré diametro primario, o principale rispetto a PE; e que- 
sto , diametro tecotidario di Aa . 

227. Con. 2. Ed essendo il rettangolo aFA al quadrato 
di GF, come il diametro Aa al ano parametro, o come il se- 
midiametro AC alla metà del detto parametro ; sarà anche il 
rettangolo AFa al quadrato di GF, come il quadrato del se- 
midiametro primario AC a quello del suo secondario CP. 
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CAPITOLO li. 
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DcCLI ASSINTOTl DElIiE IPEB80U . 


338 . Def. in. Una retta dicesi assintoto di nna 
curva , se protraendo aU’infinlto coteste due linee, 
elle siano convèllenti tra loro , 1’ una non può mai 
incontrar F altra , ma può sì bene accostarlosi per 
un intervallo minore di qualunque dato . 

2.29. CtfR. 1. Dunque la' convergenza' assintotica di dne 
linee dee racchindere i segqenti cSlratteri. L’ impossibiliti di 
convenire 1’ una di queste due linee coH’ altra , per quanto 
si protraggano insieme verso quella parte , ove convergono. 
E’i possibile di loro avvicinamento per un intervallo minore 
di qnalvmqve dato. ' ' ' 

230. Coa. 2. E quindi due rette, che sieno parallele, non 
possono essere tutte due assintoti di una medesima curva . 
Imperocché , se quella dì tali rette , che sia più vicina alla 
curva, suppongasi esserne un assintoto; 1’ altro non potré mai 
appressarsi alla curva per un intervallo minore della distan- 
za di esse parallele . Onde non avrà il secondo carattere 
dell' assintotico convei^imento. E se la più rimota dalla cur- 
va sia assintoto di essa ; l' alba j che l’è più d’ aecosto, do- 
vrà incontrarla. 

PROroSIZTONE XII. 

TEOEEMA. 

33i. Se in qualunque tangente 6D \.Jìg- 8. ] 
dell’ i^rbole GAK, si prendano di quà e di là dal 
contatto le parti AB , AD respettivameote uguali al 
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semidiaiDelro secondario dì quello ^ che passa per 
lo medesimo contatto ; le rette CB, CD, che si con- 
ducono dal centro dell’ iperbole agli estremi D , B 
di quelle parti , saranno assintoti della proposta i- 
per^le GAK , e della sua opp<»ta ga^. 

Du. Per un punto qualunque K del pwiinetra iperbolico 
GAK , si tiri V ordinata KG al diametro Ao , ed essa pot 
si distenda inaino alle rette CD , CB . Sara per la natura di 
questa enrra il quadrato di GF al rettangolo AFa,cooie AB* 
ad AG* , 0 come FH* ad FC*, pe’triangoU simili CAB.CFH. 
E quindi, per lo id^ELV.y sarà il rettangola HGL ad AG*', 
come AB’ ad AC’ ; onde dorrà essere il detto rettangolo 
HGL uguale al quadralo di AB. Ma per quanto sia grande la 
GL base del rettangolo HGL , il quale dee pareggiare il 
quadrato di AB, non può mai svanire la GH alteeza di esso. 
Dunque non potrà la retta CH incontrare il ramo iperbolico 
AG in alcun punto. 

Inoltre la « sia una retticcinola di una qualanque picco- 
lissima grandezza ; e poi tra V assintolo CL dell’ iperbole 
GAK , e ’l semidiametro CAF di essa curva si applichi , pa,- 
rallela ad AD, la FL terza proporzionale dopo la retilo- 
ciuola ®, e la DA ; starà FL : AD AD : «. E per es- 
sersi pili sopra diateslralo che il rettangolo .^GII pareli 
AD’ ; sarà pure LG : AD AD: HG. Ma la prima ragione 
di quest’ analogia è maggiore della prima della precedente, 
cioè sta LG ad AD in maggiore ragione di FL ad AD .. 
Dunque sarà benanche la ragione di AD ad HG maggiore di 
quella di AD ad a>; e quindi HG minore di ai. Per la qnal 
cosa la retta CH dee essere assi ototo del ramo iperbolico 
AG. E cosi pure si dimostrerà , che sia 1’ altra CL assinto- 
todcir altro ramo AK ; e che antcndue le rette CH, CL di- 
stese air insh diventino astintoti deU’ iperbole opposta gak. 
— C. B. D. 
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232. CoK 1. Kiona parallela alla CH pnò essere nn assin. 
telo del ramo iperbolico AG (230.) . £ nemmeno può con- 
cepirsi , cLe nna reità divergente , o convergente colla GII 
sia assintoto del detto ramo curvilineo . £ Io stesso dicasi 
dell’ altro ramo AK, e di qne’ due dell’ opposta sezione. 

233. CoB. 2. Dunque le due iperboli opposte GAK, gak 
non possono avere altri assintoti, cbe le sole rette ili , <fL. 

234. Scol. Essendosi dimostrato in questo teorema , es- 
sere assintoto di un ramo iperbolico la retta cbe unisce il 
centro di (al curva coll’ estremo di una di lei tangente, fat- 
tasi ugnale al semidiametro secondario di quello che passa 
per Io contatto , ognuno potreblie da ciò incautamente infe- 
rire esser infiniti di numero gli assintoti di una stessa iper- 
bole . Ma essi non son che due , cioè quelli, che abbiamo 
quassù stabiliti; poiché gli estremi delle infinite tangenti nel 
detto modo condizionate debbonsi allogare in qne’ due soli 
assintoti, come abbondevoi mente sarà chiarito nel seguente 
teorema , eh’ è converso del già proposto . 

FROFOSIZION£ XIII. 

TBOBEHA. 

a35.Se ad un qualunque punto A [fig.g. ] del- 
r iperbole SAR, rinchiusa tra i suoi assintoti GL , 
CN, si conduca la tangente BAO; ciascuna parte di 
questa cbe resta tra il contatto, e l’assintoto che in- 
contra , sarà uguale al semidiametro secondario di 
quello , che passa per lo contatto. 

Dm. Se AB non sia ugnale al semidiametro secondario 
di CA , si tagli A4 ugnale ad esso semidiametro secondario 
e si unisca C4. Dovrà esser questa retta assintoto del ramo 
iperbolico AS. Dunque il ramo AS avrà per assintoti le ret- 
te CB, C4. Lo che ripugna (233) — C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XIV. - 

TEOBBIIA. 

ii .» U ' * • . ■ 

a36. Se per un punto S [^g. 9 . ] di un iperbo- 
le si tiri una segante , che incontri gli assintòti di 
essa ; il rettangolo di quelle sue parti , che restono 
fra la curva e gli assintòti , sarà uguale al quadra- 
to del semidiametro parallelo ad essa segante . 

Cas.i. Qo) pnò TeriBcaraì , che la segante liSN ia- 
contri in due punti V iperbole SAR . E può anche addiveni- 
re , che un’ altra segante condotta per S incontri le due se- 
aioni opposte , Nel primo caso la corda SR si divida per 
metà nel punto a. Si unisca cotesto punto col centro C del- 
r iperbole per la retta Ca ; ed-«tia tal congiungente si di- 
stenda inaino all’ iperbole P^o ; sai^ qA quei diametro di 
essa curva al quale la corda SR n’ è un’ ordinata ( 213. ^ . 
Ed oltre a ciò la tangente condotta alla medesima curva per 
Io punto A dovrìi esser parallela alla SR , ed ugnale al se- 
midiametro secondario di CA (235.) . Onde potrò dimo- 
atrarsi come nella. prop. xiii , che sia il rettangolo LSN a- 
gnale, al quadrato di BA , cioè del semidiametro seconda- 
rio di CA ^ 

Cas. li. La retta 3Q incontri ii S , P le sezioni opposte 
SAR, Pqo. E dal centro C di esse curve si meni la CA pa- 
rallela alla SP, e poi per S si distenda la rptta LSN paralle- 
la alla BA tangente dell’ iperbole SAR io A. Ciò posto, per 
lo parallelismo delle rette MS , AC , e delle altre LS , BA , 
i triangoli LMS , BCA sono simili ; onde dovrà stare LS : 
SM BA : AG . Ma è pure il triangolo NSQ simile all’ al- 
tro AOC ; e però sta NS ad SQ , come AO , o la sua uguale 
BA ad AC. Quindi il rettangolo LSN starà al rettangolo QSM, 
come BA’ ad AC’ ( 23. £i. VI. ] . Ma il primo rettangolo 

U..Ì - . 
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è uguale a BA* {cat>1. ) . Punque sarà esiaudio QSM ugua> 
le ad AC’ . — C.B.D. 

237. CoB. 1. Nella stessa guisa può dimostrarsi il rettan- 
golo MPQ ugnale al quadrato di CA , e con ciò al rettango- 
lo QSM . Dunque , dividendo la QM realmente in F , sarh 
FP’ — FQ’ uguale ad FS’ — FM’ . E quindi FP uguale ad 
FS , e QP uguale ad MS. Laonde : 

Se per un punto qualunque del perimetro iperbolico condu~ 
casi una segante , che incontri in due punti la stessa iperbo- 
le, o le opposte sezioni, ed essa poi si distenda insino agli as- 
sintoli ; le sue parti , che restano fra la curva e gli assinto- 
ti , saianno sempre tra loro uguali. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEoacKa. 

a36. L’ angolo assintotico BCD [^g.8. ] è ret- 
to, ottuso, o acuto, secondo che l’asse primario Aa 
deli’ iperbole sia uguale , minore , o maggiore del 
suo secondario PE. 

Din. Suppongasi il semiasse principale CA ognaleal se- 
miasse secondario CE, o alla tangente verticale AB (235.) ; 
sarà isoscele il triangolo BAC. Quindi T angolo A(% sarà se- 
mirelto.E dimostrando esser benanche semircllo laltro ACD, 
l'b forza, che sia retto l'intero angolo usinlotico BCD com- 
posto da’ due semiretti ACB , ACD. 

Che se CA sia minore di CE, o di AB, l’ angolo C6A sa- 
rà minore dell’ altro ACB . Ma tutti e due debbono fare un 
retto ; perciocché il triangolo CAB è rettangolo in A . Dun- 
que 1’ angolo ACB sarà piucchè un semiretto ; e quindi il 
suo doppio BCD sarà maggiore di un'retto, cioè ottuso . 

Finalmente qualor si ponga CA maggiore di CE o di AB, 

13 
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con simile ragionamento si dedarrà , che sia l’ angolo ACB 
minore di un semirellO , c che quindi BCD suo duplo debba 
esser minore di un retto , e con ctó acuto. — C.B:D. 

239. Con. La rena , che unitee C wn de' vertici principaK 
delle iperboli opposte col loro ccn/iv, divide per metà f angolo 
atsialolico . 

7 ^ 0 . Def. IV. L’ iperbole , il cui asse principa- 
le adegua il suo secondario, dicesi etjuilatera , o 
panlatera ; ed ella direbbesi scalena , se i mede- 
simi assi sien disuguali 

24 •• Def. V. Gli assintoti diconsi ortogonali , 
o rettangoli , se comprendono un angolo retto. 

2V2. CoH. Dunque , se un’ iperbole è parilatera i suoi as- 
sìntoti saranno ortogonali , e viceversa. 

a43. Def. vi. Se dal vertice principale di un’ 1 - 
peibole si conduca la parallela ad un assintoto , la 
quale poi si distenda insino all’ altro j il quadrato 
di una tal retta si dirà potenza dell’ iperbole rap- 
portata a’ suoi assintoti : ed essa retta ne sarà il 
suo lato . 

Cosi il quadrato delta AE [ pg. 10, ] , che dal vertice 
principale A deli' iperbole AF/’conduccsi parallela all assin-- 
loto CD , è la potenza deU'iperbole AF, ed AC il suo lato. 

244. Coa. Per lo punto A si -tiri AH parallela a CE , la 
figura AECH, (he ne risulta, sarà un rombo: per essere l’aa- 
golo ACE uguale all' altro Adi (239.). E tanto sarà il qua- 
dralo di AE , che il rettangolo di AE in £C. 

245 . Def. vii. Se da qualunque punto F dell’i- 
perbole h¥f si meni la FB parallela all’ assintoto 
CD , che tagli in B 1’ altro assintoto CG , essa retta, 
si dirà ordinata dell' iperbole tra gli assinioiiy e GB 
la sua ascissa corrispondente. 


Digitized by Google 



99 


dtìV iperbole 

246 . Def. vin. Se 1’ assintoto GL f Jìg-O- ] «Icl- 
r iperbole RAS incontri una di lei tangente BO , 
la parte BK del detto assintoto , la quale resta tra 
la tangente , e T ordinata AK condottagli dal con- 
tatto , si dirà sottagente dell’ iperbole rapportata 
a’ suoi assintoti. 

247. Con. 1 . Essendo BA uguale ad AO, sarh BK ugua- 
le a KC. Dunque ; 

Nell iperbole Ira gli astintoli la toUangenle é uguale tdl ascis- 
sa yche'h corrisponde. 

248. Con. 2 . Laonde s» per lo punto B dell’ assintoto CB 
dell’ iperbole RAS voglia coudursi la tangente a questa cur- 
To 4 si dividerà in parti uguali la BC io K , ed ordinata per 
K alla detta curva la KA , si unirà la B.\. Questa retta saia 
la tangeute richiesta . 

FROPOSIZIONE XVI. 

TEOnEUA. 

Il rettangole coateauto da un’ordinata det- 
l’iperbole tra gli assintoti nella corrispondente u- 
scissa , è sempre uguale alla potensta dell’ istessa i- 
perbole. 

Din. Sia FB [fig.iO.J una qualunque ordinata all’ iperbo- 
le AF tra gli assiotoli CD , CG ; il vertice principale della 
medesima curva sia il punto A , e per F , A si distenda una 
retta insino a’ detti assintoti ; sarà il rettangolo DAG ugua- 
le all’ altro DFG (236.) ; e quindi sarà DA: DF;; FG;AG. 
Ma per lo parallelismo delle tre rette DC, AE, FB , sta DA 
*. DF :: CE : CB ; e per la similitudine de' triangoli FDG , 
AEG è pure FG ; AG FB : :FE . Dunque sarà CE : CR 
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CAPITOLO III. 

Db'dUMETKI CORJ«»An MUE ItESIOLI. 
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PROPOSIZIONE XVII. 

TEOBEMA. ' 

a5a. Gli estremi de’ diametri secondari dell’ i*- 
perbole GAK[_/fg. 1 1 .1, tm gli angoli assintoti CH, 
GL debbonsi allogare io un’ altra iperbole , con lo 
stesso centro , e co’ medesimi assintoti , però nel- 
r angolo HC/ sopplementale di HCL > e che ha 
^cora la stessa potenza. 

Pie. Sia CA va qoaluBqiie s«nidiametro primario dell’ i- 
pcrboleGAK , CB il secoodarìo corrispondente , che sarà 
parallelo alla tangente PAQ dell’ iperbole GÀK nel punto 
A , ed uguale ad AP , o AQ (235.). Compiasi il parallelo- 
grammo ACBP , e vi si tiri la diagonale AB , che dovrà ri- 
maner bisecala in £ dall’ assintoto CH^ e risultar parallela 
all’ altro asaintelo GL, essendo ancke parallelogrammo la fi- 
gura ABCQ . Or aieno CD , CF i semiassi conjogali dell’ i- 
perbole GAK : congiunta la FD questa risulterà anche pa- 
rallela all’ assintoto CL , e bisecata in I dall’ altro GII . 
Laonde essendo il rettangolo di AE in EC uguale al quadra- 
to di DI lato della potenza dell’ iperbole GAK ; sarà pare 
il rettangolo di BE in EC aguale ad FI' ; ed il punto B si 
apparterrà all'iperbole BFR della potenza FI* ugnale ad ID’, 
e tra gli assintoti HC , C/ , comprendenti l' angolo HC/ sup- 
plemento dell' angolo HCL . — C.B.D. 

253. €e«>l. L’ altra iperbole RFR ove alloganai gli estre- 
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mi di tuli’ i semidiametri secondari dell’ iperbole GAK , e- 
della sua opposta gak , avrà ancora la sua opposta òfr, che 
le sarà idonliea. E se piendansi esse per le iperboli princi- 
pali , i loro diametri verranno ad allogarsi co' loro estremi 
nelle iperboli proposte GAK, gak . Ed è chiaro che le -une 
di tali iperboli venghino ad avere per asse primario quella 
eh' è secondario per le altre. 

254 - Def. IX. Le iperboli in cut sono allogati I 
diamelri secondari di due iperboli opposte diconsl 
coniugate di queste.^ 

E vicendevolmente queste sono le conj ugate di 
quelle ^ . 

255. Con. Adunque esse sono descritte intorno ad uno 
stesso centro , al quale rivolgono la loro convessità. 

' £d esse hanno ancora gli stessi assintoli condizionati co- 
me nella proposizione precedente è stato dimostrato , ed una 
medesima potenza. 

256. Scol. Le quattro iperboli oonjugate rivolgono alco- 
mun Centro loro le convessità : e ciascuno degli otto rami di 
queste curve , che si è detto estendersi all’ iuRoito, è assin- 
totico a qnell'allro , che gli è d' accosto. Ma non è cosi del- 
r ellisse , tutto che ella sia una eurva aibne all’ iperbole . 
Imperocché le parti del perimetro ellittico riguardano colle 
loro concavità il centro della Rgura : esse formano una cur- 
va continua ; e questa poi ritorna io se stessa , ed acquistar 
si la forma di un’ ovale. 

PROPOSIZIONE xviir. 

TEOBCMa. 

357. Sia AD [^.12 . 1 ua qualunque diametro 
delle iperboli opposte DT , AF , cui si tiri ovun- 
que la. parallela TF , che le incoaui ia 'JC j F : dica 
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che n suo diametro secondarlo BE debba divider- 
la in due parli uguali . 

E se colesta parallela seghi una delle iperboli con- 
j agate QEP 5 la parte QP , eh’ è dentro di tal cur- 
va , sarà puranche divisa per metà ddlo stesso dia- 
metro secondario. 

Dim. Pakt. i. Si tiri al diametro AD non meno l’ordina- 
ta TK , che r altra FG : queste rette saranno parallele fra 
loro , e la figura GKTF dovrà essere parallelogrammo; onde 
i lati opposti TK , FG saranno uguali fra loro . Ed essen- 
do i rettangoli AKD, DGÀ come i quadrati di TK , e di FG 
(215.) ; siccome questi sono tra loro uguali, cesi il dovranno 
ess'ere ancor quelli . Laonde aggiungendo a’ medesimi rettan- 
goli AKD , DGA gli uguali quadrati di CD , e di CA , ri- 
sulterh il quadrato di CK uguale all’ altro di CG , e GK u- 
guale a CG . Or a queste rette CK , CG sono uguali le HT, 
IIF respeltivamente , come lati opposti de’ due parallelo- 
grammi CKTH, CGFH. Adunque HT sarà uguale ad HF. 

Part. II. Siene imperlante Cq , Cp gli assintoli delle i- 
perboli opposte DT, AF, che saranno eziandio assinloti del- 
la conjugala PEQ C25B.) . Sarà tanto la Tq uguale alla Fp , 
che la Qq alla P;> ( 237. ) : e quindi anche la TQ dovrà pa- 
reggiare la FP . Laonde , se queste rette si tolgano respetti- 

vamentc dalle uguali HT,11F, avanzerà IIQ uguale ad HP. 

C.B.D. .. . . 

a58. Def. X. Due diametri dell’ iperbole si di- 
/oro, se ciascuno di essi sia pa- 
rallelo alle ordinate dell’ altro. 

259. Coa. 1 . Ogni diametro primario dell’ iperbole , c ’l 
suo secondarlo sono conjugati fra loro. 

2G0. Coa. 2. E quindi il parametro DN del diametro DA 
potrà defininirsi essere la terza proporzionale in ordine al 
dello diametro , ed al conjugalo di esso. 
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2Gt.ScoL.Ed è facile vedere , clic se nn ponto qnalaDqne 
del pcrimeiro dell’ iperbole congiungas'i con gli eslremi del 
diametro primario ; le rette condotte dal centro a’ punti me- 
dii di tali coDginngenti saranno dne diametri conjngati. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOHEMA. 

261. Poste le medesime cose della prima parte 
della precedente proposizione , il quadrato di TU 
\Jì^. 12.] seroiordinata al diametro secondario BE > 
sta alla somma de’ quadrati di CH ascissa dal cen- 
tro, e di CE semidiametro secondario, come il qua- 
drato del semidiametro primario CD a quello del 
detto secondario CE. 

• 

Dim. Il rettangolo AKD sta al quadrato dì KT , come il 
, quadrato di CD a quello di CE ('227.).Dunque sarà la som- 
ma del rettangolo AKD e del quadrato di CD , cioè il qua- 
drato di CK, alla somma de' quadrati di KT e di CE, come 
CD*'a C£* . Vale a dire dovrà essere TH' : CH' •{- CE* 
:: CD* :CE’.— 

263. Con. £ condneendo un’ altra semiordinata ih ai me- 
desimo diametro B£ di essa curva , si dimostrerà nello stes- 
so modo esser ih’: C/i* C£* :: DC* : CE’. Onde potrà con- 
chiudersi , che : 

J quadrali delle semiordinale ad un diametro secondario 
dell" iperbole sten proporzionali a quadrati delle loro ascis- 
, se dal centro , accresciuti del quadrato del semidiametro se~ 

condorìo . 

264. ScoL. Dee da ciò conchiudersi , che non avendo 
luogo per le ordinate ad un diametro secondario la stessa 
proprietà che per quelle ad un primario ( 216. ) ; tutte le 

V ' 

• A - 

A 


É. 
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altre proprietà dell’iperbole per un diametro primario, che da 
queste derivano , non sieno in generale identioamente appli- 
cabili al diametro secondario. E ciò era necessario avvertire. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOaSHA . 

a65. Nell’ iperbole il semiasse che corrisponde 
al suo vertice è ’l minimo de’ semidiametri. 

Diu.Dal centro C [flg.iS.'] dell’iperbole GÀK, col raggia 
uguale al semiasse CA, che va al suo vertice A , si descriva 
il cerchio DAN ; questo non potrà incontrar l’ iperbole in al- 
tro punto, ma dovrò toccarla in A, ove tali due curve hanno 
la perpendicolare LA/ all’ asse CA per loro tangente comu- 
ne: e però ogni punto R della curva GAK cadendo al di fuo- 
ri della circonferenza DAN , ed al di sotto della LA/ , con- 
giunto col centro C , dovrkla GR esser maggiore della CP , 
e quindi della CA. — C.B.D. 

266.. Scoi. 1. Descrivendo dal centro G col raggio CR , 
che sia un qualunque semidiametro dell’ iperbole GAK, l’ar- 
co circolare Rr, congiungasi la Cr; è chiaro che la CA dovrà 
bisecare la retta Rr ad angoli retti e quindi risulterò la CR 
uguale alla Cr , e l’ angolo RCA aguale all’ altro rCA. A- 

I semidiametri delP iperboh ugualmente inclinati al semias- 
se sono tra loro uguali / e viceversa. 

Ed è ancor facile il vedere eh’ essi vadano crescendo a 
misura che cresce l’ angolo di loro inclinazione con l’ asse . 

267. Scoi. 2. E poiché V iperbole parilatera è identica ^ 
alla conjugata , ne segue , che i semidiametri di esse ugual- 
mente inclinati a’ loro rispettivi assi sieno uguali . 

■ . 14 ^ 
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PROPOSIZIONE XXI. 

*1 - I * , ' ■ 

TEOBEMA. 

a68.11 parallelogrammo HQME [ Jìg.\^iì > che 
sì compie da’ due semidiametri conjugali HQ, HE 
delle iperboli AQ, BE,è uguale al rettangolo de’se- 
tniassi coniugati 

Dim. Essendo la retta QM uguale , e parallela alla HE sc- 
uìdianietro conjugato di Qll , il punto M dovrà trovarsi in 
IIM assintoto comune delle due iperboli conjiigata AQ, BE 
‘235. ) . E così pure si mostrerà esser l’ altro punto L nel 
medesimo assintoto HM . Or poiché le rotte QE, AB , che 
uniscono gli estremi di que' due semiassi , sono parallele all’ 
altro assintoto IIC (‘25‘2.dim.), il triangolo HFQ sarà uguale 
all'altro HTA (25i.). Dunque, prendendo i loro quadrupli, 
risulterà il parallelogrammo HQME , che compiesi da’ semi- 
diametri conjugati HQ , HE , ugnale al rettangolo HALB de* 
uemiassi conjugati . — C.B.D^ 

2C9.Con.1.£ da ciò può inferirsi, che ogni parallelogran- 
ao iscritto in lutti quattro i rami iperbolici sia di una co- 
stante grandezza , cioè quanto il rettangolo degli assi eon- 

270. Co*. 2. Se pc’ punti Q, B si distendano le YX, BZ 
respettivameole paiallele alle rette AL, EM, c si conginnga 
la Qlì; sarà il parallelogrammoHYXR uguale aU'altroHQZV. 
Imperocché il primo è duplo del triangolo HQB, con cui n’ è 
sulla stessa baso HB , e tra le medesime parallele IIB , YX. 
E '1 secondo dello stesso triangolo è ancor duplo , per esse- 
re amendue sulla medeaima base HQ , e fra le stesse paralle- 
le HQ , BZ. 

271. Co*. 3. Dunque starà il parallelogrammo HYXB al- 
1 altro HALB , come il parallelogrammo HQZV all’ altro 
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HQME . Cioè IIY : HA :: HV : HE. Ma sU HV : HE;:HB 
: HR :: HS ; HB ( 204 , e 207. ) . Qoindi sarà HV : HA 
:: HS : HB. 

272. CoB. 4. Ed essendo HA : HB :: HY : HS , ed HA” 
: HB* :: HY’ ; HS’; sarà e«iandio41A’ : HB’ aYA’: 4SB 
( 19.JJ/.F.) . Ma l'èpoi HA’ : HB’ li oYA : QY’ . Sicché 
sarà oYA : ASB ;; aYA ; QY’ , operò 4SB ugnale a QY’ . E 
così può anche rilevarsi, che il quadrato di SE adegui il ret- 
tangolo aYA. Adunque : 

Se dagli estremi di due semidiametri conjugati di un iper- 
bole conducansi due setniordinale agli assi della curva ; questi 
saran da quelle divisi proporzionalmente . E ’/ rettangolo di 
eotesti due segmenti in ciascun asse dovrà pareggiare il qua- 
drato di quella delle semiordinate , che al medesimo asse à 
parallela . 

PROPOSIZIONE XXU. 

XBOBCMA. 

273 . Nelle iperboli AG, DF i5. ] i <jua- 
drati de’due diametri conjugali GF, PM tanto dif- 
feriscono fra loro , quanto i quadrati degli assi 
DA , RQ. 

Dim. 11 quadralo della retto GB, il quale è uguale al qua- 
drato di CA , ed al rettangolo DBA (Jò.El. II.) , dee ugua- 
gliare i quadrali di CA, e di MN (272.). Dunque il quadra- 
to dell’ ipotenusa CG, che pareggia ì quadrati de'catcti CB,. 
BG , sarà uguale a* tre quadrali di CA , di MN , e di BG. 

In simìl guisa può dimostrarsi , che il quadralo di CM a- 
degui i tre quadrati di CQ , di GB , di MN. Laonde la dif- 
ferenza de’quadrati di CG, e di CM sarà quanto l’altra de' tre 
quadrati dì CA, di MN, , e di BG da' tre quadrali di CQ , 
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di GB , e di IVIN , cioìt a dire qnanlo il solo quadrato di C\ 
differisce da quello di CQ : e quindi , quadruplicando i ter- 
mini , sarà la differenza de' quadrati de’ diametri conjugati 
uguale alla differenza de’ quadrati degli assi . — C.B. D. 

274. Coa. 1 . Dunque : Se vn iperbole abbia due diame- 
li conjugati tra se uguali ,* dovrà avere lutti gli altri diametri 
rrspettivamente uguali alloro conjugati. 

275. Con. 2. E quindi : Tutti i diametri delt iperbole pari- 
ìafera sono nspettivamenle uguali a loro conjugati. 

E saran pure i medesimi diametri respettivamenle uguaB 
n loro parametri (260.) . 

Ed il quadrato di ciascuna semiordinata ad un di questi 
diametri sarà uguale al rettangolo delle ascisse da entrambi i 
vertici • 

276. CoB. 3. Inoltre : il quadralo di qualunque semìordinala 
ad un diametro secondario di questa iperbole , sarà poi ugua- 
le alla somma dc'quaUrali del semidiametro secondario, e del- 
T ascissa dal centro (262.). 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOBEMA. 

377. Se dagli estremi N,n [Jig.iS] di un qualun- 
que diametro Nn dell’iperbole parilatera QNP,si ti- 
rino ad un qualunque punto Q di essa curva le due 
rette QN, Qn j gli angoli QNn, QnN alla base del- 
r emergente triangolo NQ/i avranno sempre per dif- 
ferenza l’angolo delle coordinate per tal diametro. 

Dìm:Sì tiri per Q la scmiordiiiata QL al diametro Ni» ; do- 
»rà il quadralo di questa risultare uguale al rettangolo nLN 
(274.) ; e però essere mL ad LQ come LQ adLN , e quin- 
di simili i ir'wngoli QLN.QLn (6.EI.FI.), con aver l’ angolo 
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LQN ugnalo all’ altro LnQ : ma l’ angolo QNn è ugnale agli 
angoli NQL, NLQ (32.£^/.) . Adunque sarìi esso ugnale a- 
gli angoli LnQ , NLQ : e tolto di comune l' angolo LnQ, ri- 
marrà la differenza degli angoli QNn , QnN quanto 1’ an- 
golo NLQ. — C. B. D. 

278.Coa. Quindi i vertici di tutti triangoli ehe hanno una 
data differenza di angoli alla base sono allogati in un’ iper- 
bole parilatera che ha quella data base per diaiuetro, e per 
angolo delle coordinate quella differenza , del pari che per 
la data somma di quegli angoli , la locale sarebbe una por- 
zione di cerchio descritta su quella base , e espiente l’ ango- 
lo snpplementale del dato . 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOBUaUt. 

379 . Nell’ iperbole equilatera gli angoli ai cen- 
tri son supplementi degli angoli compresi dalle tan- 
genti nelle estremità de’ diametri corrispondenti . 
Vale a dire l’ angolo AOC [ /%•.! 7 .] è supplemento 
dell’ angolo contenuto delle tangenti in A , C . 

Diu.Prodncansi le taogentiBA,BC fino agli assintoti in D, 
ed E; i triangoli OAU,OGE risulteranno isosceli (235 e 274); 
e quindi saranno tra loro uguali i due angoli ADO, AOD, al 
pari degli altri due COE , CEO. Or nel triangolo BOE, l'an- 
golo esteriore EOE è aguale ai due CBO, CEO ; adunque 
sarà pure egnale ai due CBO , COE . Nel modo stesso si 
vedrà risultare V angolo FOD uguale ai due ÀBO , AOD ; e 
però r angolo retto EOD (238.) pareggerà i quattro angoli 
CBO , ABO , COE , AOD , ossia i tre angoli ABC, COE , 
AOD : sicché se aggiungasi di comune un altro angolo EOD, 
si avraimo due angoli retti uguali all'angolo ABC co’ tre aa- 
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goU AOD,DOE,GOE, ossia quanto i due angoli ABC,AOC. 

£ però l’angolo AOC ò snpplemento dell' altro ABC. — 
C. D. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOBEHA. 

380. Nelle iperboli parilatere i diametri perpeii> 
dicolari l' un l’ altro sono uguali . 

Dm. Sieno le iperboE parilatere GAS, gak Utg-IS."] , e 
le loro conjugate MBN , mbn , cbc saranno pure parilatere , 
ed identiche alle proposte ; e ad un diametro Dd di quelle 
iperboli insista perpendicolarmeote Taltro Ee , sarà T angolo 
ÉdO aguale alF altro BCA, e tolto di comune l’angolo BCD, 
rimarrà l’ angolo ECB uguale a DCA . E però i due diametri 
PCd f ECe inclinandosi ugualmente agli asm CB ^ CA delle 
due iperboli identiche GAK , MBN , saranno uguali. 

281 .' Coa. Or se dal centro G , intervallo CE si descriva 
n cerchio EFD , segnerà questo nell’ iperbole MBN un al - 
tro punto F, al quale corispoode il diametro ¥Cf aguale ad 
ECe (266.) , e eba dovrà essere il coojngato di DCd, poiebA 
ad esso uguale (2T4.) . E sarà questo un mezzo facilissimo 
da assegnare , neU’ iperbole parilatera , il diamèlro con|or 
gato ad un dato. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

raOBLEMA. 

287. Dati di grandezza I due semidiametri con- 
iugati HQ, HE [Jìg. 1 4.] deir iperbole AQ, e 1 ’ an- 
golo eh’ essi comprendonp , determinarne i semias- 
si coniugati .. 
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CoiTKiii. Si com))ia il parallelogrammo tlQME dalle dale- 
retlo QH , HE , e tì si conducano lo diagonali HM , QE . 
Inollrc dal punto H si meni la HK parallela alla diagonale 
QE, c media proporzionale tra le metà delle anzidette diago- 
nali ; c divisi per metà gli angoli KHL , LHc per le rette 
HA, HB , si tiri pai punto K la parallela KA alla diagonale 
HM ; e poi per lo punto A , ove quella incontra la retta HA, 
si distenda la AB parallela alla KH. Saranno HB i se- 
miassi addimandali. 

Dim. E ssendo le rette HQ, HE dne semidiametri conjugati 
della richiesta iperbole , la diagonale HM del parallelogram- 
mo HEMQjche compiesi da essi,sara un assintolodi tal cur- 
va (252. dim.); e l’ altro sari la retta HK condotta dal punto 
H parallela all’ altra diagonale EQ. Ed oltre a ciò i semias- 
si conjugati della detta iperbole dorranno ritrovarsi nelle 
rette HY , HS , che dividono per metà gli angoli KHL , 
cHL ( 239. ). Ma essendo la HK media proporzionale tra le 
HF , FQ, ella dee essere il lato della potenza della richiesta 
iperbole (249.) ; eia retta KA , che dal punto K conduce- 
si parallela ad HF , dee segnare nella retta HY il vertice 
principale A della detta iperbole . Donqne sarà HA il semi- 
asse principale di tal curva. E tirando per A la AB parallela 
alla HK, sarà HB il semiase conjugato.— C.B.D. 

283. CoB. Che se fossero dati gli assintoti , ed un punto 
Q dell’ iperbole eh’ è tra essi; ecco in qual modo si potran- 
no determinare gli assi . Dal ponto Q si meni la QF paral- 
M lela alla HK ; e fatta la FM uguale alla FH , si uniscano 
« le rette MQ , QH, e si compia il parallelogrammo HQME. 
» Saranno le HQ , HE dne semidiametri conjugati dell' i- 
» perbole richiesta : e i due semiassi, potran rinvenirsi per 
» la proposizione precedente . 
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CAPITOLO IV. 

DeU.K TAKOKNTl , E SECANTI DEtL* 1PEESOI.S. 


. Il 

PROPOSIZIONE XXVII. 

pnoeleka. 

a84. Per un dato ponto fuori l’ iperbole condur- 
re una tangente ad essa curva. 

Gas. 1. Se il pento dato stia in ano de’ due aasiatoli delle 
proposte iperboli , s’ intenderà dal ^.248. <]iib 1 artifizio deb- 
ba impiegarsi a tal uopo , e sa quale delle dette corre debba 
cadere la tangente , che si domanda . 

Gas. 11 . Se il dato ponto R stia dentro V angolo assiotoU- 
co CHP col seguente artifiEio si otterrà V intento . 

Si tiri la retu HR dal centro H della dau iperbole al dato 
ponto R , ed ella poi si distenda all’ ingià , finché la HN sia 
terza proporzionale dopo le HR| HA. E condotta per N nel- 
la detta iperbole la corda M tn parallela alla tangente di es- 
sa corra in A, si uniscano le due rette RM , Rm. Queste sa- 
ranno le tangenti addimandate. 

Del pari che fu fatto per 1’ ellisse , la dimostrazione di 
questo caso poUà ricararsi dalla proposizione ii. e dallo 
scol. 1. prop. IX. 

Gas. III. Finalmente nel dorerai condurre la tangente al- 
l’ iperbole MA [ flg.'iO. 3 dal ponto T , che sia fuori l’ an- 
golo assintotico KCH , dorrà praticarsi il seguente artifizio. 
Si tiri la retta TCO , per lo centro C dell’ iperbole AM , e 
per lo dato punto T . E dallo stesso centro conducasi la CA 
al punto medio di una corda di detta curva , parallela alla 
TC : ed in A poi si meni la tangente QA j all’ iperbole A M, 
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|)rodncendo1a in sino al di Wi assiototo CH . Inollre presa la 
CO terza proporzionale dopo le CT , ÀQ , si meni per 0 la 
OM parallela alla CA , che incontri in M , m le iperboli op- 
poste , e si uniscano le rette TM , Tm. . Dico esser queste 
le tangenti , che richieggonsi. 

Dm. Imperocché , semai la retta M< diversa dalla MT 
potesse toccare in M l’ iperbole MA, ordinata la MN al dia- 
metro DA, sarebbe come AQ’ a CA’ , cosi MN’ a DNA, o 
a CNr(‘i05.). Ma il quadrato di MN sta al rettangolo CNi* 
nella ragion composta da quelle di MN, o pure OC a CN, e 
di MN ad Nr , o della sua uguale di Ct-a Gr, per esser si- 
mili i due triangoli MNr, C/r . Dunque sarh AQ' : CA* 
:: OCr : NCr ; e quindi, siccome è C A’ ugnale ad NCr, per 
la tangente M( , cosi dovrebb’ essere OCr uguale ad AQ* . 
Ma per la costruzione è AQ’ uguale ad OCX. Dunque sareb- 
bero Ira loro uguali i rettangoli OCr, OCX ; eh’ è un assor- 
do . £ cosi polrebbesi benanche dimostrare , che la Xm sin 
tangente dell’ iperbole opposta Dm . 

285. CoB.1. Ciascuna tangente dell’ iperbole tronca da’dua 
semidiametri conjugati , e verso il centro della figura , due 
parti , che hanno i s^oenti simmetrici valori . La prima di 
esse , qual sarebbe la CU , è terza proporzionale in ordina 
all’ ascissa corrispondente all’ ordinata per lo contatto , ed 
al semidiametro primario , cioè in ordine alle CN , CA, co- 
me fu dimostrato nel §. 221. e 1’ altra CX è anche terza 
proporzionale dopo la semiordinata NM per lo contatto , e ’l 
semidiametro secondario GB. 

‘286 Coa.2.Se diasi un punto fuori di un’ iperbole, si po- 
trà dai casi quassù rapportali rilevare , se due tangenti pos- 
san condursi da quel punto alla detta curva , o una sola : e 
quando ninna tangente potrà pervenirle da quel punto. 

287. Con. 3. La retta , che unisce il centro delle iperbo- 
li col concorso di due tangenti dee dividere per metà la 
retta , che congiungo i due contatti. 
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PROPOSIZIONE xxvm. 

TEOBEMA. 

a88. Se da un punto preso fuori di un’ iperbole 
cadano sulla medesima curva, o sulle opposte se- 
zioni due tangenti j queste saranno nella ragione de’ 
seulidiafnetri conjugati a quelli che passano pe’ lo- 
ro contatti. 

Dim. Gas. i. Dal punto Q [ cadano sulla stessa i- 

perbole AM le due tangenti QA , QM , e da’ punti A , M si 
tirino le semìordinate AF , MN a' diametri che passano pe’ 
coniBiti M , A. Dovrà esser CR ; CA ;; CA : CN (221.), e 
CO ; CM CM : CF. Ma distendendo le dette tangenti insi- 
110 a' semidiametri conjugati di CA, c di CM, è poi , per lo 
parallelismo delle rette MR , AF , CR : CA ;; CM CF 
:: CO : CM . Dunque le due rette CN , CF saranno simil- 
mente divise ne’ punti R ed A , 0 ed M. Si avranno quindi 
le due analogie RA ; NR OM : FO , RA : RC ;; OM : 
OC j e componendole risulterà RA’ ; NRC OM’ : FOG. 

Ciò premesso, per la similitudine de’triangoli RAQ,RNM 
sta AQ : NM RA : RN ; c per la simìglianza degli altri 
due RAQ , CRT sta pure AQ : CT RA : RC . Dunque 
componendo queste ragioni , sarà il quadrato di AQ al ret- 
tangolo di NM io CT , o al quadrato di RC, che gli è ugua- 
le (285.), come AR’ ad NRC. E dimostrando in simil modo 
essere QM’ : CG’ :: OM’ : FOC j sarà AQ’ : CR’ :: QM’ 
CG’; cioè AQ : CB QM : CG . E permutando AQ : QM 
;:CB:CG. 

Gas. 11 . Sicno SM , SD le tangenti condotte da S alle 
iperboli opposte AM,Dd ; sarà chiaro dover esser le due ret- 
te SM , DN similmente divise ne’ punti T, R , Q , e negli 
altri C, R, A. Dunque sarà SM ; MQ ;; DN ; NA. Ma si à 
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diaDsi dimostrato , cbe stia DN ad NA , come DI\ ad IVA 
(205.) , o come DS ad AQ. Dunque sarà SM : MQ :: DS 
: AQ ; e permutando SM ad SD , come MQ ad AQ , o come 
CGaCB. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOBEKA. 

289. Se le due corde QA, FH [/Jg. 22. e a 3 .] 
deir iperbole QHF s’ inconlrino dentro di tal cur- 
va, o fuori di essaj i rettangoli FKH, QKA de’Jo- 
ro $egmenti saranno come ì quadrati delle tangen- 
ti parallele ad esse corde. 

Dim . Per intender la verità proposta io questo teorema po- 
trà leggersi la dimostrazione della proposizione xvm. dell'el- 
lisse , con osservare le corrispondenti figure dianzi citate , 
e con avvertire, cbe qui dal triangolo CSR dcbbaosi togliere 
il triangolo PSH , e I trapezio NSIVZ , che furon dimostrali' 
nel §.210. tra loro uguali . 

290. Coa. 1. Di qui potrà dimostrarsi come ueU’ ellisse , 
ed in convenevoi modo , cbe : 

Se da un medesimo punto cadano in un ipethole tma tan- 
gente ~ed una segante ; d rettangolo dclP intera segante nell» 
sua parte esterna , e ’l quadrato delta tangente , sieno cornei 
quadrati de’ diametri , che son paralleli ad esse rette. 

291. Con. 3. E se una corda di un iperbole intersegfn due 
ordinate di un qualunque diametro di essa ; i rettangoli de' seg- 
menti di queste ordinale saranno propovMonali dretlangoli de' 
corrispondenti segmenti di quella corda. 
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PROPOSIZIONE XXX. 

TEOSENA. 

393. Se da un punto fuori l’ iperbole conducan- 
ìsi ad essa curva due tangenti , ed una (Qualunque 
segante j colesta segante sarà divisa armonicamen- 
te da una tal curva , e dalla retta fra’ contatti. 

La diboalrazione di qnealo teorema è identica a quella 
della prop. xiii. della parabola. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOBEMÀ. 

393. Se da un punto fuori l’ iperbole cadano in 
essa due tangenti , e due seganti , tirata la retta 
fra’ contatti , e le altre due per le sezioni superio- 
ri , e per le inferiori respettivamente j queste tre 
rette saranno fra loro parallele, o dovran concorre- 
re ad uno stesso punto. 

La dimostrazione dell’ enunciato teorema può farsi come 
quella della prop.xir. della parabola. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

TEOBEM*. 

39^. Se da un qualunque punto preso dentro l’i- 
perbole si distenda , come piaccia , una corda, e pe’ 
suoi estremi conduca nsi le tangenti ad una tal cur- 
va j il concorso di dette tangenti dovrà allogarsi ia 
una retta data di posizione. 
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Questa difflottrazione può farsi come quella della propo- 
sìiiooe XT. della parabola . 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEoaauA. 

995 . Se dagli estremi A, D [/?g.x4*] un qua- 
lunque diametro AD dell’ iperbole MA , si tirino 
ad essa curva le tangenti AQ , DS , cbe ovunque 
incontrino una di lei tangente laterale MS -, il ret- 
tangolo delle tangenti verticali DS, AQ sarà uguale 
al quadrato di CB semidiametro conjugatoa GD. 

£ quel rettangolo n’ è poi un massimo. 

Si risconlri la dimostrazione della prop. xxii. ellisse 
sulla figura soprindicata. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOBEMA. 

996. Poste le medesime cose delia proposizione 
precedente, il rettangolo SMQ [_^g'.a4*3 delle par- 
ti della tangente laterale, che restano fra il contat- 
to , e le tangenti verticali , adegua il quadrato del 
semidiametro CG parallelo ad essa tangente la- 
terale . 

Ed allo stesso quadrato di CG è pure uguale il 
rettangolo TMR delle parti della tingente laterale, 
cbe sono tra il contatto e gl’ incontri de’ detti semi- 
diametri con j u gati. 
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Ledasi la dimoatraiiooe della proposiziooc xxiii. tlell' él- 
lisie , con osservare la figura soprindicaU. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TBOKEH*. 

397. Le perpendicolari tirale da’ vertici ai Iati 
di un triangolo iscritto nell’i|)erlx)le parilatera, o 
tra le due opposte > concorrono ad nno stesso pun- 
to dell’ una di esse. 

DiM.Sia CE ana p«T»e»dicolari’, che dal 

vertice C dell’ un angolo BCD di questo triangolo iscritto 
nel modo suddetto , si è tirato al lato opposto BD j e prò- 
dotula , se bisogna , in F, sino all’ iperbole opposU FK , 
si congianga la DF ^ che incontrisi con la BG in Q . 

Ed essendo il rettangolo BED all’ altro FEC, come il qua- 
drato del semidiametro parallelo a BD al quadralo del semi- 
diametro parallelo ad FE; e questi semidianielri dovendo ri- 
sultar perpendicolari 1 uu 1 altro^del pari che il sono le BD, 
FE , e quindi uguali (280.) ; sarà perciò il rettangolo BED 
uguale all’ altro FEC ; ed FE lED EB : £C . Laonde i 
triangoli FED, BCE saranno simili ( 6. El.Vi. ) ; e però P 
angolo BCE o pure FCQ sarà uguale all’ angolo FDE, Risal- 
teranno quindi equiangoli i triangoli FED , FQC ; e 1’ an- 
golo FQC sarà retto al pari_dell’ altro FED, o sia la DP ti- 
rata dall'aliro vertice D del triangolo BCD perpendicolarmente 
al lato opposto BC concorre con la EC in un punto F dell’ L- 
perbole FK. Similmente si dimostra che alai punto concor- 
ra ancora la BlI perpendicolare al terzo lato DC di qnel tri- 
angolo, tiratagli dal vertice deU’angolo opposto B.— C.B.ZJ, 
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Dst Foocii dell’ ireuoLD . 


ag8. Def. XI. Fuoco dell’ iperbole è quel punto 
dell’ asse primario , pel quale l’ ordinata corrispon- 
dente è quanto il parametro principale . 

299. Scoi. 1. Di qualunque grandezza sia il parametro 
principale di un iperbole esso potri sempre (203.) adaUarsi 
come ordinata all' asse primario, tanto nell’ una, che nell’ al- 
tra delle due iperboli opposte [ flff.26. } Or sieuo Mm , Njs 
queste due ordinate uguali al parametro ; l’ uno , e l’ altro 
de’ punti F,V sarà un fuoco, e per essere FM uguale a VN, 
sarà (257. dim.) CF uguale a CV. Dunque , come l’ellisse , 
l’iperbole ha pure due fuochi', nao però per ciascuna delle due 
opposte sezioni : ed essi sono equidistanti dal centro C. 

300.Scol. 2. Per le definizioni dell’ eccentricità, e ie’ranù , 
come ancora de’ due punti , e delle due linee di suUimità 
▼eggansi i 181 , e 182. 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

TBOaCHA. 

3o I . La retta AB , che unisce gli estremi de se- 
miassi conjugati CA , GB è uguale all’ eccentrici- 
tà CF . 

£ la stessa eccentricità è media proporzionale . 
tra il semiasse pimario , e lo stesso semiasse accre- 
sciuto del suo semiparametro . 

Dim. Pabt.i. Qui può diaiestrarsi come Bell' ellisse (182.) 
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cbe »ia il rettangolo AFD ugnale al quadralo del aemiasM 
conjogalo CB ; sicché aggionro di comune CA* , risnltcrk 
CF’ uguale ad AB’, e quindi CF uguale ad AB . Laonde se 
dal centro C , col raggio AB, si descriva il cerchio ; questo 
segneré nell’ asse primario i due fuochi F , V. 

Paht. II. Si elevi ad AB la perpendicolare BE ; stari 
AC ; CB :: CB : CE ; e quindi sarà ( 260. ) CE il semipara- 
me<ro di CA ; essendo poi AB’ uguale ad EAC , ed AB u- 
gnale a CF ; sari pure CF* ugnale ad EAC ; e però la CF 
media proportionale tra il semiasse CA , e lo stesso CA ac- 
cresciuto del suo semiparamelro CE. — C. B. D. 

302. Con. t . XieW iperbole il quadralo del semiatse eonju- 
gato è uguale al ntlangolo delle due distanze delC un fuoe» 
da’ due vertici prineipali. 

PROPOSIZIONE XXXVII. 

TEOBEHÀ. 

303. La tangente NP , i due rami NF, NV , e 

la normale NO , corrispondenti ad uno stesso pun- 
to N ] dell’ iperbole, sono quattro rette ar- 

monicali . 

La dimostrazione si farà come quella della propos. xxr, 
ellisse, tenendo presente la figura citata e cambiando solo il 
convertendo in componendo. 

304 . Con. 1 . E sarà pure CF* = CO X CP ; cioè : 

L’ eccentricità i media proporzionale tra t ascissa dal cen. 
Irò CR corrispondente ad un punto qualunque N , diminuita 
della sottangenle RP, e la stessa ascissa accresciuta dalla sun- 
normalc RO . 

305. Con. 2. Inoltre dall’ essere armonicali le quattro ret- 
te NO , NF , NP , NV , e retto l’ angolo PNO , si conchiu- 
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deranno (78.) ngvali gli angoli PNF , PNV ; cioè , die : 
/ due rami condotti ad un punto qualunque dcITiparbole s’in- 
clinano ugualmente alla tangente in questo punto . 

30G. Con. Tirala da un fuoco V la VG perpendicolare al- 
la langenle NP, e prodottala in K , fino al ^amo FN , ai ve- 
drà essere NV uguale ad NK, VG uguale a GK , e CG pa- 
rallela a KF , ossia ad FN ; vale a dire , che : 

Se da un fuoco dell’ iperbole si tiri la perpendicolare ad u- 
na di lei tangente , e si unisca il punto di' incidenza Col cen- 
tro ; la congiungente saràparalle/a al ramo tirato al contatto 
dalT altro fuoco. 

807. £ viceversa : So dal centro dell iperbole si tiri la pa- 
rallela al ramo, che passa pel contatto, e si unisca V altro fuo- 
co col punto d’ incontro della parallela , e della tangente ; la 
congiungcnte risulterà perpendicolare alla tangente medesima. 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

TEOBkNA. 

3o8. Il rettangolo de’ rami NV, NF [ Jtg.'i’].'\, 
condotti ad uno stesso punto N dell’ iperbole , è 
uguale al quadrato del semidiametro CL conjtiga- 
to al semidiametro CN, che passa pel punto stesso. 

Si riscontri la dimostrazione della prop. xxvi. diissc sul- 
la figura citata. ' 


16 
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PROPOSIZIONE XXXIX. 


TEOBEMA. 

Sog.La differenza de’due rami NV,NF t/%.17], 
condotti ad uno stesso puntoN dell’ iperbole, è ugua- 
le air asse primario AD. 

Dim. Essendo (306.) NV uguale ad NK ; sarà KF ladif- 
fcrenia de’ rami , che si bisechi in S . 

Ciò posto , poiché KN è divisa comunque in F , sarà 
( ~,.EUÌ. ) KF‘ con 2KN xNF, ossia (30».) KF* con 2CL* 
ugnale ad NF' con NK’ , cioè nd NF’ con NV’ , o pure 
( j1.EI.II. ) a 2CF'* con 2CN’ ; laonde , prendendo la metà 
di queste grandezze , sarà 2KS’ uguale a CF’ con CN’ me- 
no CL’ . Ma c ( 301. ) CF' uguale a CA’ conCB’ : ed in 
oltre ( 273. ) CN’ meno CL’ uguale a CA’ menoCP'; quin- 
di risulterà 2KS’ uguale a 2CA’ , e KS uguale a CÀ : e 
prendendone i doppi sarà 2KF , differenza de’ rami , uguale 
ad AD , asse primario dell’ iperbole . — C.B.D. 

310. Con. 1. Essendo ( 306. ) KF parallela a CG , sarà 
però doppia di CG , per essere VF doppia di VC ; quindi 
sarà CG uguale al semiasse CA , c’ioè : 

La parallela itrata pel centro dclV iperbole ad un de rami, 
prodotta fino alla tangente per 1' estremo del ramo stesso, è u- 
guale al semiasse primario. 

311. C0B.2 Ciò posto essendo simili i triangoli FNO,CVG, 
si ha FN : FO :: CG , o CA : CV ; vale a dire : 

Un ramo sla alla parte deir asse primario , eli è tra 'I fuo- 
co dondei parte, c la normale per l altro suo estremo , come 
d semiasse primario all eccentricità. 

3l2^CoB.3. Inoltre, qualunque sia la posizione della tan- 
gente NG , essendo sempre CG utrn.>in «1 
CA, ne risulu , che: ® P"*"*"** 

La circonferenza dd cerchio concentrico alf iperbole , che 
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ha per diametro f asse primario di questa curva , è il luo- 
go degl’incontri delle perpendicolari tirate da’ fuochi sulle tan- 
genti della curva stessa. 

313. Cor. 4. Se dunque da’ fuochi F , V si tirino ad u- 
lu» langente qualunqae le perpendicolari FII,VG [fig.SS.J ; ' 
punti li, G si troveranno allogali nella circonferenza del ccf' 
chio descritto dal centro C , col raggio CA . 

3 14. Scol. S i unisca la HC, c si produca fino ad incontrare 
in T la VG. Per 1 uguaglianza de’ triangoli simili FClljVCT, 
si concliiuderà esser Cll uguale a CT ; e quindi clic il punto 
T cada ancora in quella circonferenza di cerchio. Ma i duo 
lati UT, GT del triangolo IIGT iscritto nel cerchio, comun- 
que varii la posizione del terzo lato HG, tangente l’iperbole, 
passan sempre pe’ medesimi punti C, V. Adunque : 

Se due lati di ìtn triangolo variabile iscritto in un cerchio 
passino continuamente per due punti fissi , I un de quali sia 
il centro , c l altro un punto esteriore al cerchio ; il terzo lato 
sarà continuamente tangente ad un ipeibole concentrica al 
cerchio , avente per asse primario il diametro del cerchio me- 
desimo.) che passa per f altro punto, e questo punto per fuoco. 

PKOPOSIZIONE Xh. 

TCOnCHA. 

3i5. Se ad un qualunque punto N del- 

r iperbole BN conducasi il ramo FN , e la norma- 
le ON , e dal punto O , ove la normale incontra 
r asse , si tiri la GE jicrpendicolare al detto ramo j. 
la parte NE , che da questo quella ne tronca verso 
la curva, sarà uguale al semiparametro principale .. 

V edi la dimostrazione della prop. axvui. ellisse , riscott- 
(raiul o la figura qui citata . 
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PROPOSIZIONE XLl. ^ 

TEOnEHA . 

3 1 6 . Se da’ fuochi F, V [ ^".a 8 .] delle iperbo- 
li opposte si tirino le FU , VG perpendicolari ad 
lina tangente GN dell’ una curva , o dell’ altra j il 
rettangolo di queste perpendicolari sarà sempre u- 
guale al quadrato del semiasse conjugato Clì. 

E ’l rettangolo de’ rami f FN, NV tirali 
al contatto N , serberà al quadrato della normale 
ISO la costante ragione dell’ asse primario al para- 
inetto di esso . 

Dm. Pa»t. I. Poiché il cerchio descrillo' intorno al dia- 
metro Al) (313.) pa-ssa po’ punti 11 , G-, cd è FU uguale a 
\T; saia il rctluiigolo di FU in VG quanto 1’ altro di TV 
in VG , ossia quanto quello di DV in VA , e però quanto il 
quadrato di CR(302.) 

l.a Part.ii. di questa prop. si dimostra come quella del- 
r ellisse , uella prop. xsix. 

PROPOSIZIONE XLII. 

TCOSEMA. 

317. Nell’ iperbole LAR [fig.ZoJl il ramo FR è 
quanto la semiordinata condotta all’ asse pel suo e- 
stremo R , e distesa insino alla tangente SN , che 
])rocede dal punto di sublimità S verso lo stesso ra- 
mo . Cioè a dire la FR è uguale alla PN. 

E lo stesso ramo FR sta alla perpendicolare RG, 
che dal suo estremo si lira sulla SG linea di subii* 


I 
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mità di essa curva , come reccentricità CF al semi- 
asse AG . 

La dimoslrarionc di qneslo teorema è identica a quella 
dell’ ellisse , prop. xxx. libro IL, e nel riandarla si risean- 
tri la figura citata. 

PROPOSIZIONE XLIIl. 

TEOBEKA. 

3t8. Se agli estremi di due rami dell’ iperbole 
conducansi le tangenti j la retta che unisce il fuo- 
co col concorso di queste tangenti , dee divider per 
metà r angolo compreso da’ medesimi rami. 

La dimostrazione di questo teorema fe la medesima che 
quella della prop.xxi. della parabola, con snpplirvisi la stes- 
sa avvertenza recata alla prop. xxi. per 1 ellisse. 

319. CoB. Nell’ iperbole si possono anche dedurre , co- 
me si è fatto nella parabola, e neH’ellisse, le verità seguenti. 
I. Se. agli estremi di una corda condotta per mi fuoco delf i- 
perbole si tirino a questa curva due tangenti ; il concorso lo- 
ro sarà allogato nella linea di sublimità . IL A ad essa corda 
dovrà esser perpendicolare la retta , che unisce il detto fuoco 
col concorso delle mentovate tangenti . 


Fine del libro terzo. 
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. KK MOSTBAIIB LA COBBELAEIONE DELLE CCETE CONICEE. 

1. La genesi per sezione del cono , della quale si prevaU 
aero gli anliubi per le corre coniche , fu già dello essere le 
più sempRce , ed insieme la più geometrica * : essa è ancora 
nniforme . Ed invero per oUenerle lullc non si esige che on» 
superficie conica indefinila pe' due versi , ed un piano , il 
quale la seghi perpendicolarmenle ad un allro piano condot* 
lo in essa per l’ asse ; e la posizione della reità, in cui inter- 
segaiisi r un piano e I' aflro , farà decidere della specie della 
sezione prodotta dal piano segante . Poiché se tal comune se- 
zione incontrando 1’ un de’ due lati del cono, segnati da quel 
piano ]>ec l’ asse , risulti parallela all’ allro lato , la sezione 
sarà pai-abola ; c girando tal comune sezione intorno a quel 
punto d' incontro , e verso il vertice del cono, la sezione di- 
verrà tllissc, che in lalun caso sarà ancor cerchio ; indi co- 
incidendo quella comune sezione col lato stesso , con cui in- 
tersegavasi il piano segante , darà per comune incontro del 
piano col cono il lato medesimo c finalmente, continuando 
a girare , andrà quella ad incontrare 1’ allro lato del cono 
dall’ altra parte del vertice , e produrrà le iptrholi opposte,, 
fiiiianlo che non ritorni , compiendo l’ intera rivoluzione , 
Dilla sua primiera posizione. 

E questa genesi , eh' è la sola geometrica , poiché asse- 
gna il perimetro coolinualo della sezione , ed indefinito ove 
tal sia , ne mostra ancora ! uniforme natura di esse curve. 

Ma sittulta loro uniformità di natura chiaramente risulta 
dalla corrispondenza delle proprietà per esse rilevate nc’ pre- 
cedenti tre libri ; ed é però che abbiamo stimato conveuieik- 


* Storia dcllt Stiioni Coniche §. 7, 
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te , a Tanlaggio de' giovani , di rìassnmere qai brevemente 
quelle proprietà , mostrandone la loro correlazione . 

II. Il principio fondamentale per la correlazione delle 
curve coniche è la prop.vii. Prenoz. estesa poi ad ogni dia- 
metro nelle prop. vi. parab., vii. eli., ed vili, iperb., cioè : 

1 . In ogni curva conica , il quadrato della semiordinata 
ad un qualunque diametro è uguale al rettangolo della corri- 
spondente ascissa nella perpendicolare elevatagli dal suo estre- 
mo <r incontro con F ordinata, prodotta fino ad una certa ret- 
ta data di posizione , delta regolatrice. 

III. £ poiché da questa proposizione veggonsi derivare , 
per la diversa posizione delle regolatrice rispetto al diame- 
tro ( la quale nelja parabola risulta parallela al diametro ; 
e nell’ ellisse , o iperbole vi converge nel vertice opposto a 
quello da cui cominciansi a computar le ascisse ) , che : 

2. Nella patvbola il quadrato della senriordinata ad un 

diametro pareggia il rettangolo delF ascissa corrispondente nel 
parametro che a quel diametro si appartiene 38, 52. . 

£ però : I quadrati delle semiordinate a ciascun diametro 
sono come le corrispondenti ascisse ("38, 49 , 

3. NclF ellisse , o iperbole , il quadralo della semiordinata 
ad un diametro sta al rettangolo delle ascisse da ambo i vertici 
come il parametro al diametro (^1 13, t3l;200,217.J. Quindi ; 

In queste curve i quadrali di due semiordinale ad uno stesso 
diametro sono tra loro come i corrispondenti rettangoli delle a- 
scisselru i due vertici p 13,131 ;200,21 5 

£ queste affezioni di tali cusve nc mostrano ed evidenza 
r uniformità di loro natura. 

IV. Inoltre essendo sulle due precedenti proposizioni fon- 
date le altre , che : 

4 . La sottangentc nella parabola t quanto V ascissa corri- 
spondente alF ordinata per lo contatto 

E la suunormalr. ( eh’ è presa sempre sull’ asse ) i quanto 
la metà del parametro di questo ( 60.^ . 
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5. IfelPellitté tttiMta dal centro corrispondente cdlaseuàor~ 
dinota pel contatto, il semidi anietro, e la stessa ascissa accre- 
sciuta della soUangenle , sono continuamente proporzionali 
('118, 135J. 

E nell iperbole si ha la stessa relazione , rimanendo però 
V ascissa anzidetto mitiorata della sottangrntc, C?04, 218J. 

6. Nell ellisse, o nelliperbolc la sunnormale (che può jrren- 
dersi sult un de'due assi ) sta alla corrispondente ascissa dal 
centro , come il parametro di tal asse all asse stesso ('161; 
222). Ovvero come il tfuadrato di questo asse sta a quello 
del secondario. ("146 ; 260._) . 

Si vede però che tali proprietà , per la sottangente, o per 
la sunnormale , ne rappresentino una sola comune ad esse 
curve , distinte alquanto nella parabola, per l' iodeCnilo cor- 
so della regolatrice , e do' diametri . 

V. Da ciò anche deriva la specialità de’ diametri conjugali 
per 1’ ellisse , e 4’ iperbole , e le proprietà rispetto ad essi 
dimostrate per tali curve , cioè, che : 

T.Le tangenti per gli estremi di un qualunque diametro dclT 
ellisse, 0 dell iperbole sono tra loro pandlcle (^132, e 209 .J. 

8. Nelle iperboli opposte gli estremi de diametri eonjugati a 
quelli appartenenti ad esse curve sono allogali in due altre i- 
perboli ; dette però conjugate alle prime, ('252.J . 

9. Nell ellisse i diametri condotti pe' punti medii delle cor- 
de tirate da un punto della curva agli estremi di un diametro , 
sono tra loro conjugali (V/i/n.prop.lO.J. . 

E nell iperbole lo saranno del pari, purché il diametro a’ 
cui vertici sono tirate le corde sia un diametro primario ('26 1 J. 

10. Nell ellisse l asso maggiore è il massimo de' diametri ; 

e ’/ minore il minimo . 

E nelle iperboli opposte l asse primario è il minimo de' dia- 
metri primarii (^26b.J . 

1 1 . Nell ellisse vi sono due semidiametri eonjugati uguali ,* 
ed essi s’ inclinano nel minimo angolo ('138 , 160 ). 
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12. Nett eUiste la somma •dò quadrati di due diamelri con” 
jugatì è tfuanlo quella de' due assi ('I53.J. 

E nell'iperbole la differenza di que’ primi quadrati è quan- 
to la differenza de secondi (‘2TÒ.J. 

1 3. NeW ellisse , e nell' iperbole il parallelogrammo, che si 
compie da due semidiametri conjttgali, é sempre uguale a quel- 
lo de' due semiassi ('148 , e 268.^. Quindi : 

ih.TuU' i parallelogrammi circoscritti ad un ellisse, le cui 
diagonali cadono su due diametri eonjugali, risultano uguali ; 
e parimente tutti gV iscritti , le cui diagonali sono diametri 
conjugati ('150.^. 

£ lo stesso per gli uni , e per gli altri nelle iperboli tra le 
opposte e le conjugate (269 

15. Tirando dagli estremi di due semidiametri conjugati 
dell ellisu, e dell iperbole le semiordinate agli assi nspetlivi ; 
questi ne rimarranno proporzionalmente divisi . 

Ed il rettangolo de' segmenti di ciascun asse dovrà pareg- 
giare il quadralo di quella della dette senùordinate , che gli 
è parallela (' 152 , e 272. 

16. Nell iperbole parilalera ciascun diametro pareggia il 
suo coniugato (27 5. J. 

£ due diamelri perpendicolari l uni altro sono p uro ira 
loro uguali (280. J. 

Yicereraa : due diametri uguali , 0 sono conjugati , opure 
t uni altro perpendicolari . 

E coti di Unte altre verità, che per conseguenze delle qui 
indicate veggonsi da esse dedotte. 

VI. La specialità dell' iperbole per la sua forma , e pe’ 
suoi rami ioEniti , a differenza dell’ ellisse , ne conduce poi 
alle proprietà degli assintoti particolari ad essa. 

17. Prese su di una qualtmque tangente dell iperbole , a 
dritta e sinistra del contatto, due rette uguali al semidiametro 
secondario di quelle che passa pel contatto stesso ; tali rette 
non potranno giammai incentrare i rami di essa curva, e sa- 
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ranno ptrb gli asshUoli di questa , dclC opposta ad essa , e 
delle due conjugate ("23I , e 252.J 

18. Viceversa; Conduccndo una tangente all' iperbole , e 
fino agli assintoti , le pai li di essa Ira questi e ’l contatto sa- 
ranno uguali , e ciascuna quanto il semidiametro secondario 
a quello pel contatto ^2^b.J. 

19. L angolo assintolico è reUo , acuto, o ottuso , secondo 
che r asse primario pareggi , sia minore, o maggiore del se- 
condario ^'238 

20. Tirando nell iperbole, o tra le opposte una segante, che 
incontri perù gli assintoti di esse ; il ntlangolo delle parti di 
tal segante, ehc sono \ra la curva , e gli assintoti , sarà uguale 
al quadralo del semidiametro parallela ad essa segante ('236^. 

21 . Il rettangolo delle coordinale nelt iperbole tra gli assin- 
toii è di costante grandezza, cioè quanto la potenza delC iper- 
bole stessa (2h9. ). 

22. Quindi ; Le ordinale all' ipeibole ù-a gli assintoti sotto 
inversamente come le ascisse corrispotidcnli (2ó0.). 

Ed I triangoli formali da due coordinate qualunque sono u- 
guali fra Imv ("251 ._) 

23. La sottangente nell' iperbole tra gli assintoti è ugua- 
le alt ascissa corrispondente presa in sito opposto ad essa 

(2M.) . 

E cosi di allre verità, che da queste derivano, e che veg- 
gonsi recate nel cap. 2. lib. III. 

VII. Ma la corrispondcnia tra le Ire curve coniche risulta 
più marcala nelle proprietà loro per le tangenti, e seganti , e 
pe’ fuochi , come da qui appresso potrà rilevarsi. 

PfOPKIETÀ PEK le TàNGEKTI , E SEGÀKTt. 

24. I rettangoli de' segmenti di due corde, che s' inlcrscghi- 
tio dentro o fuori una curva conica, sono proporzionali, se è pa- 
rabola, a'paramelri de diametri cui quelle appartengano per or- 
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dinaie ; se ellisse o iperbole, a'iptadmli de'dìametri paralleli ad 
esse (^63, 164, 289.^. 

Ed è facile rilevare, che la modificazione di taV rapporto, 
che osservasi per la parabola, derivi dairindefioila natura de’ 
suoi diametri : ma che 1’ no rapporto possa farsi anche nel- 
V altro rientrare. 

25. 5e da un punto fuori una curva conica cadano su di essa 
la tangente ed una segante. ; starà il quadrato della tangente 
al rettangolo deW intera segante nella sua parte esterna , se la 
curva sia parabola, come il parametro del diametro pel contat- 
to a quello del diametro cui la segante è ordinata : e se etlis~ 
se o iperbole , come t quadrati de' diametri paralleli a quelle 
due rette ('66,168,290.^. 

E si vede, che la diversilh, la quale osservasi nella parabo- 
la dipenda dalla stessa circostanza quassù indicata. 

26. Tirando per gli estremi di un diametro dell’ ellisse , o 
delle iperboli opposte, te tangenti flno ad incontrare un altra 
qualunque tangente laterale ; il rettangolo delle, tangenti verti~ 
cali sarà di una costante grandezza, e prceisanirnte quanto il 
quadrato del semidiametro parallelo mi esse . E di più quel 
rettangolo sarà un massimo ('I74,29.}ji 

27. Inoltre ; Jl rettangolo delle parti della tangente laterar- 
Te, che sono fra il contatto u le tangenti verticali , sarà quan- 
to il quadralo del semidiametro parallelo ad essa. Ed a questa 
sarà pure uguale il rettangolo delle parti della tangente Intera- 
le tra 7 contatto e due semidiametri conjugali qualunque ("275, 

296. ) . 

n.Da un punto fuori una curva conica conducendo ades- 
so le due tangenti e due seganti j le congkingenti le interse- 
zioni superiori Ira loro , e li inferiori pur tra loro , o saranno 
parallele alla retta fra’ contatti , o concorreranno con questte ' 
in uno stesso punto ("79,1 72,29;I.J. 

29. E le due congiungenti trasversali delle, quattro interse- 
zioni *’ interscghcranno tra laro sulla retta fra' cunlatti (80.J 
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30. & per un punto qualunque, dentro o fuori una curva ca- 
ntra, si tiri ad essa una corda ; le tangenti per gli estremi di 
questa dovranno concorrere i« una retta data di posizione 

('83, <73, 294. 

Una tal retta dicesi polare di quel ponto , il quale preode 
il nome di polo (%&■). 

Da questa proposizione fondamentale derivano molli im- 
portanti teoremi uniformi per tutte le curve coniche ; e po- 
tranno vedersene i principali , che riporteremo nella nota 
alla prop. xv. parai. ... in Goe del presente volume. 

PnoetuETÀ pe' fuochi. 

Vili. Dalle def.8, 9, e 10 per la parabola , che uniforme- 
mente eslendonsi all’ ellisse , ed all' iperbole , rilevasi il se- 
guente teorema. 

31 . /(t ogni sezione conica , la linea di sublimità é la pola^ 
re del fuoco , che gli ù più vicino ^07. in GneJ. 

Le proprietà principali poi de’fuochi sono le qui appresso. 

32. La tangente la parabola in un punto , il ramo che va 
ad esso , la nomiale , c ’l diametro corrispondente sono rette 
armonicali 

E lo stesso La luogo per l’ ellisse , e l’ iperbole , laddove 
al diametro sostituiscasi il ramo che va all’ altro fuoco 
('18.'> , 303.J. 

33. biella parabola la tangente per un punto di essa s' in- 
.dina egualmente al ramo ed al diametro pel contatto ('103.^. 

E nell ellisse ed iperbole fa angoli uguali co' due rami che 
vanno al contatto ('187,305.^. 

34 Jii una curva conica, ciascun ramo sta alla perpendico- 
lare tirata dal suo estremo alla linea di sublimità, in una co- 
stante ragione , che per la parabola L di uguaglianza f 105, 
197,3l7.J . 

Ed inoltre : Ciascun ramo è uguale alla semiordinata coii- 
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a tre precedenti libri 

dalla air atte pel suo etlremo , prodoUa fino alla tangente 
che procede dal punto di sublimità ('105,197,317.^. 

35. /n ciascuna curva conica, te dal punto ove la normale 
incontra V atte si tiri la perpendicolare al ramo , che va al 
contatto ; questa ne troncherà verso tal punto una parte quan- 
to il semiparametro principale ('107,195,315.^. 

36. Se per gli estremi di due rami tirati dal fuoco di una 
curva conica le si tirino le tangenti ; la congiungente U con- 
corso di queste col fuoco bisecherà t angolo compreso da rami 

('109,198,318> 

37. E se le tangenti sieno condotte per gli estremi di una 
qualunque corda tirata per un fuoco, la congiungente il loro 
concorso col fuoco risulterà perpendicolare alla corda ("112, 

199,319.^. 

IX.La specialità poi dell’ ellisse e dell'iperbole, per aTe- 
rc un centro, e due fuochi, dà luogo per esse alle seguenti al- 
tro proprietà loro comuni. 

38. Ncir ellisse il quadrato dell eccentricità- pareggia la 
differenza di quelli de' semiassi. E nelf iperbole nè quanto la 
loro somma ('182,301.J. 

39. Ed essa eccentricità è media proporzionale , nell'ellisse, 
ira il semiasse maggiore, e la costui differenza dal semiparame- 
tro principale; nell iperbole tra il semiasse principale e la som- 
ma di esso e del corrisj/ondente semiparametro ('182,301.^. 

UO. Nell ellisse, e nelliperbole il rettangolo de’rami, che da! 
fuochi vanno ad uno stesso pu/Uo della curva,è uguale al qua- 
drato del semidiametro conjugato a quello che passa per tal 
punto ('190,308.^. 

41 . Kell ellisse la somma de! rami condotti da' fuochi ad un 
medesimo punto della curva pareggia lasse maggiore; e nell i- 
perbole lasse primario pareggia la loro differenza f\9\ ,399). 

42. Tirando da fuochi dell ellisse, o dell iperbole le per- 
pendicolari al una qualunque tangente ', il rettangolo di 
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queste perpendicolari pareggerà il gxtadralodel semiasse se- 
condario ('i96,316.J. 

Isò.Ed il rettangolo de' rami starà al quadrato della nor- 
male corrispondente come f asse primario al suo parame- 
tro fiaG.SIGJ. 

X. Or dalla correlazione si marcata delle principali affe- 
zioni delle curve coniche , in quest’ appendice enunciate , 
rilevandole da’ tre libri elementari che precedono , e dalle 
altre che abbiamo tralasciate , e che da quelle derivano co- 
me conseguenze , rimane comprovata abbastanza I’ uniformità 
di natura di tali curve, che non però tralasceremo di vieppiù 
illustrare con le ricerche del libro seguente , e nelle note in 
fine del presente trattato. E sarebbe facii lavoro , e da farsi 
però da qualunque giovine ben introdotto nel ragionamento 
geometrico , dimostrate ebe abbia le proprietà dell’ ellisse , 
estenderle all’ iperbole , ed alla parabola , come , nel trat- 
tato analitico per tali curve , trovasi dai Fergola fatto . 

XI. In fine , ritornando alle considerazioni sulla genesi 
delle curve coniche, premesse nel n.I , si vede , che essen- 
do il cerchio una speciale ellisse ad assi agnati , di cui pe- 
rò r eccentricità è svanita , perchè i due fuochi sonosi rac- 
colti in un punto, cioè nel centro del cerchio; il che deriva 
dalla posizione, che nel triangolo per T asse è giunta a pren- 
dere la comune sezione con esso del piano segante il cono ; 
le sue proprietà con quelle dell’ ellisse debbano confonder- 
si , e derivarne come un caso particolare ; che però, per 1» 
facilta di ravvisarle in quello , e di dimostrarle , furono da’ 
geometri, prima che si avesse eognizione dell' ellisse , rile- 
vate indipendentemente dalle considerazioni su questa curva. 

Ed inoltre considerando , che se la comune sezione del 
piano segante , per le iperboli , con qnello del triangolo- 
per r asse , si avvicini sempre al vertice del cono , fino a 
passare p er esso ; in tal caso I’ asse piimano delle iperboli 
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svanirebbe nel vertice del cono , e le iperboli si trasmute- 
rebbero in due retto , cioè ne’ due lati di questo prodottivi 
da quel piano segante giunto in tal posizione . ' 

£ dal qui detto comprendesi , come possa in taluni casi 
ottenersi col cerchio ciò cbe sembrava a prima vista dipen- 
dere dall’ ellisse ; e dall’ intersezione di rette quella soluzio- 
ne , che sembrava dipendere da una proprietà deli iperbo- 
le . Di cbe se ne ha un esempio nella maravigliosa trasmu- 
tazione , che operò il Newton della impropria soluzione di 
Adriano Romano , pel problema del cerchio da toccarne Ire 
altri dati ( Prittcip. Math. /em.xvi.) ; e nella proprietà fon- 
damentale per i iperbole, cbe , dimostrata convenevolmente 
pur nel triangolo , servi al Pergola per risolvere uniforme- 
mente tult’ i problemi de’ contatti circolari , de’ quali , do- 
po di questo nostro geometra , sonosi tanti altri ingegnati 
a darne diverse soluzioni. 



i36 


wM'i ; ' ■ 


\»V '• 


DELLE 


SEZIONI CONICHE 


ZJB&O QUARTO 


DELLA SIMILITUDINE , DELLE INTERSEZIONI , E DELLA 
CURVATURA DELLE CURVE CONICHE ; E BEL MODO GEO^ 
METRICO , O MECCANICO DI ESIBIRLE. 




INTRODUZIONE. 


320.11 presente libro, come la semplice epigrafe il dichia- 
ra, comprende quattro specie dì ricerche tra loco separate, e 
distinte ; quella cioè della similitudine delle curve coniche j 
2° r altra delle intersezioni di esse ; 3* quella della curvatu- 
ra ne’ diversi loro punti ; 4* cd in fine il modo di geome- 
tricamente, o meccanicamente esibirne il perimetro. £ di cia- 
scun dì questi argomenti verrà meglio specificato l'oggetto , 
e r importanza nell’ imprenderne la trattazione. 
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CAPITOLO I. . 

DettE CURVE COMCIIE UCUALI E simii. 

' » 

321. Di questo ai^omctjto trattò estesamente Apollonio nel 
libro VI. de’ suoi Conici , come e"lì stesso dicbiararalo ad 
Aitalo, al quale indrizzava un tal libro , del pari che aveva 
fatto de’ due precedenti 1 e de^li altrettanti cfae.venivari dopo; 
morto che fu quell’ Eudemo, cui egli aveva già Liyiati i pri- 
mi tre, accennando degli altri . Ed egli cosi scriveva ad Ai- 
talo : Muto libi sexlum Conicorum librum ; qui compleclitur 
proposiliones de seclionibus conicis , et seclionum segmenlis 
arqualibuM et inacqualibut , timiiibus , et dissiniitibu». Ma ua 
tale argomento , cosi da quel gran geometra esposto , non 
servendo che ad abundantiorem scfcntiam , come egli mede- 
simo r aveva dichiarala ad Eudemo nella prima sua lettera , 
però qui ne daremo le poche principali nozioni più impor- 
tanti , che al nostro proposito occorrono , e l’ attuale stato 
della Geometria esige . . ‘ _ 

32 ' 3 . JDef. I. Due sezioni coniche si dicono u- 
guati, se r una adattata convenevolmente sull’ altra 
vi coincida , senza affatto intersegarla . 

Cioè : se adattato 1’ asse dell' una sulP asse dell’ altra , e '1 
vertice sol vertice corrispondente; le ordinate che corrispon- 
dono ad ascisse ugnali a<eno ancora uguali. 

323. CoR. I.Si vede quindi, ‘che non possa supporai u- 
guaglisnza Ira due curve coniche di diversa specie. 

324. Con. 2. E che due curve coniche saranno uguali, se 
abbiano identici dati per aasegnaric : cioè, essendo parabole, 
se abbiano lo stesso parametro per l’asse: se fossero ellissi, 
avendogli stessi assi conjugaii , odue diametri conjugatl u- 
gnali comprendenti un angolo stesso ; o pure uno stesso asse 
e Ir medesima eccentricità r e simihnente per le iperboli, per 
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i3fi delle curve coniche 

>€ quali i caratteri di ugaagUaaxa pMtooai anche desumere 
dall’ avere la alessa potenza , e lo stesso angolo assintotico. 

PROPOSIZIONE 1. 

. xaosKBA. 

3a5. Se due curw coniche , compresovi il cer- 
chio * abbiano un comune s^meaio, esse dovran- 
no essere ugnali. 

Di«. Imperocché , se é possibile , la curva conica ABC 
abbia con 1' altra ABO , comune il segmento AB , 
senea che coincidano nel rimanente del loro perimetro. Si U* 
lino all’ una di esse , per gli estremi A , B del loro comune 
segmento le tangenti AE , BE , che risulteranno ancora tan- 
genti r altra curva ; e però tirata per £ la segante EFIIK ndl 
entrambe , e cnngiunla la retta AB fra’ contalti ; dovrà ai lai 
£K , che la EH rimanere divisa anaonicamente negli stessi 
punti F , G ( 73, 170, 292. ) : eh’ è impossilùlo . Adnn- 
qne et. — C. B. D. 

3n6. Def. 11 . Due sezioni coniche si diranno si- 
mili se quelli elementi di esse, d’ onde derivava la 
loro uguaglianza sieno solamente proporzionali ^ 
essendo però sempre uguali gli angoli , ove questi 
faccian parte di quelli elementi. 

Poicbc è evidente, che ima tal proporzionalità divenendo 
di uguaglianza , le sezioni coniche diverranno uguali . £ 
questo è il criterio vero della similitudine da noi stabilito 
negli Elementi ^ Fedi le def.2. Ff , e iO.XI , è le note cor- 
rièpondenli ad esse. 

327. Con. 1. È dunque manifesto, che non possano esser ù- 

* Io appreso , dtcewioai tastpat cam'fàs , l'inleoderi tempre com- 
preso il cerchio . 
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uguali , e siftiili 1 

■liK dae cvrv« coniche di specie diversa ; poiché esse , co- 
ne si è precedeDlenenle deM« i >M>a possono divenir mai u- 
g;uali . ^ - 

228. Coa.2.E dai leoreraa precedente è beile accorgersi, 
che se dee cerve coniche sieoo dissimili , nessuna porzione 
dell’ una potrà mai coincidere con una dell’ altra. 

339.Def>iii. Due curve eoaiche simili si dirau- 
Do anche similmente poste, sei loro assi, o diame- 
tri coniugati corrispondeuli , che potraUbo anche 
dirsi omo/ogAr , sieno paralleli. 

330. Scol. S i suppone eh’ essesieno in uno stesso piand, 
o in piani paralleli. 

PROPOSIZIONE U. 

r 

TEOREMA* 

33 1 . Tutte le parabole sono simili.. 

Dim. Imperocché è chiaro, che io esse le semiord inalo cor- 
rispondenti ad ascisse uguali , .prese sugli assi , o su due- 
diametri inclinati ugualmente alle loro ordinato , essendo io 
audduplicata ragione de' loro parametri ,■ debbano divenire 
uguali nel caso che il divengano pur qneati ; e perd le para- 
bole trasmutandosi in uguali , per la def.2 , saranno simili. 

332. Con. Dunque tutte le parabole , che hanno i dib»- 
metri paralleli souo simili, e similmente poste (329.). 

PROPOSIZIONE IIL 

VZOnBMAv 

333. Le ellissi , o le iperboli saranno simili , se 
ì loro assi, o diametri conjugati comprendenti ango- 
li uguali sieno proporzionali. 


• l /|0 


dtìle curve coniche 


• Di«. Imperocché è men.feslo , che divenenao g\i os«, o i 
diemclri coojngMi V un V aUro, ugnali , quelle curve diver- 
ranno rispcllivamcnle nguaVi. ^ • 

334 .C 0 B.I .E però- Snrmtno nneora simili , se i diamcirt 
cortjugali compi-cndenti gli angoli ugnali sieno pfvporztonal. 

^ t* _ j* //^ ^ M tei i Je 


• 301. per r i/»cr6. . ■ »■ 

335.Coa.2.Ed inversamente : Se due ellissi, 0 due iperboli 

sieno simiU ; due diamitn conjugali qualunque dclC una sa- 
ranno proporzionali a que diametri conjugali dell altra , che 

comprendono lo stesso angolo de' primi. 

336-Scol.È poi chiaro, che nelle iperboli i termini oinolo- 
ghi della prpporiionc debbano essere i diametri primari tr« 
loro, ed i secondari tra loro. 


337 . Le iperboli tra gli assintoli , che hanno u- 
guali gli angoli da questi compresi , sono simili, 

Di«. Imperocché tirali pe’ loro vertici principali A, o 
[fìg.2.1, \ semiassi CA , Cn , e le Ungenti BAD , bad , 
fra gli assinloli rispettivi, saranno BA, ha i semiassi secon- 
dari delle iperboli MAN, mon descritte con potenze diverse 
negli uguan angoli assinlotici BGD, bed (235.). Ed essendo 
simili i triangoli CAB, cab si avié , CA ; co :: AB : ab , 
cioè i semiassi primari proporzionali a’ secondari ; c però 
tali iperboli saranno simili Qirop-S.^- 
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PROPOSIZIONE IV. 
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‘‘uguali f t sìmili l 4 * 

A UT tK. 

Poiché «livcnenao ugnali le loro potenze , esse iperboli 

li faranno uguali (drf i.J. ‘v 

338. Con. 1. Quindi tutte le iperboli dcscrittfe nello stes- 
so angolo assintoiico , con diverse potenze , sono tra loro *i- 
mili , e similmente poste. 

339. Con. 2. E le iperboli equilatere sono tutte simili , 

' ^ ' PROPOSIZIONE V. 

Ji- 

TEOnCMA. 

■340. Se due ellissi, o due iperboli, che hanno un 
sistema di diametri conjugati paralleli , ne abbiano 
ancora un altro ugualmente condizionato j le due 
ellissi , o le due iperboli saranno simili,, e simil- 
mente poste. 

Dm.Sieno C\, CB [fig.S ] due semidiametri conjugati di 
un’ ellisse, o di un’ iperbole pralleli a’semidiameiri conjugati 
ca, cb di nn'alua ellisse, o iperbole, e la prima abbia ancora 
gli altri semidiametri conjugaù CD, CE paralleli ai conjugati 
cd , c« della seconda . Api>licando le tangenti ai vertici D , d 
di due semidiamitri paralleli , che incontrino in F , i due 
altri anche paralleli CA , fa ; queste tangenti saranno anche 
parallele , perchè parallele a' diametri CE , ce conjugati de 
primi ; e però i triangoli CDl'jCd/’ saranno simili. Ciò posto 
le DQ , dq seniiordiiiate a CA , ca essendo ancor parallèle , 
divideranno le basi CF , cf in segmenti proporzionali ; e 
saranno però simili i triangoli CDQ , edq : da che si avranno 
le due analogie CF ; CD ;; cf : cd 
CQ ; CF :: cq : cf 

Ma sta (1 Ì8,204JCQ : CF :: CA* : CF*,e cq ; efy.ea': cf ; 
quindi starà CA : CF ca : cf 


delle curve coniche 
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dalla qaale analogia , combinata con la prima, ai avrà , per e- 
gnalilà ordinala CA : CD :: ea : cd 
£ dimostrando nel modo stesso , che stia 
’ CB : CD ;; ci : erf 
risalterà CA : CB ea : ci 

Vale a dire i semidiametri conjdgati CA, CB dell'nna cnf- 
va non solamente sono paralleli , ma ahcbe proporxiooali ai 
semidiametri conjugati ca, ci dell' altra ; ond’ è che tali due 
curve saranno simili , e similmente poste. 

341. Con. 1. Segue da ciò , che : *t due tllìeùf o iperioR 
comunque eiluale su di un piano , abbiano un sistema di dia- 
metri eonjugati paraUeli , non potranno averne un eecondo , 
ugualmente eondizionatq, sema esser simili^e similmente poste. 

342. Con. 2. Risulta inoltre dalla dimostr. preeed. che : 

Se due di tali curve sonosimiL, e similmente poste ; due dia- 
metri qualunque deW una, comunque tra loro indinoti, saran- 
no proporzionali ai corrispondenti diametri patalleU dell alttis. 

343. DEF.iv.In due sezioni coniche simili, si di- 
ranno omologhi que’ punti , che esistendo sb due 
diametri omologhi, e però similmente inclinati al- 

‘le tangenti pe’ loro vertici , le ascisse eh’ essi punti 
determinano dà’ vertici medesimi sieno proporziona- 
li a’ parametri degli stessi diametri. 

344. Con. 1 . Dunque due punti omologhi saranno conteoi- 
poraneamente interni , o contemporaneamente esterni alle 
due curve ; ed ove queste sieno ellissi , o iperboli , è pur 
chiaro, che i punti omologhi divìderanno i diametri sa cui ai 
trovano in segmenti preporaiooali tra loro , alle ascisse da’ 
centri , a’ diametri stessi , a' loro conjugati , ed alle ordi- 
nate corrispoudeoti. 

345. Coa. 2. Ed essoodo le ellissi , o iperboli anche si- 
milmente poste ; i punti omologhi dovranno necessariamen- 
te trovarsi su due diametri paralleli, essendo sempr e omolo- 
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uguali , » iiHtiU . 

f^i , per dee corre così caodisiMete , dve diametri pml- 
leli qualunque. 

346. eòa. 3. Se sieno CA, CD [ ftg.3. ] due aemidiamelri 
qualfipque di uD’:ellÌ8se, o iperbole paralleli ai semidiametri 
ca cd di od’ altra sezione conica simile, e similmente posta 
alla prima ^ e da’ rertioi D, d de* due semidiametri paralleli 
CD , cd ai Urino comunque sugli altri le inclinate parallela 
DH , (/A ; saranno simili i triangoli CDH , cdh ; e però tanto 
le incidenti HD,Ad, quanto le ascisse da’ centri HC,A(; saran- 
no proporzionali ai semidiametri CD , ed , e quindi ( 342. 
anche agli altri CA , ca . Adunque i due punti H , A saran- 
no omologhi . £ poiché i semidiametri CA , ca , o gli altri. 
CD , cd sono proporaionali (342. ) a due altri semidiametri 
paralleli qualunque , ne segue che : 

Se due pwUi in due rlliem, o iperbeli simili, e similmente po, 
sta , sono omologhi ; due incidenti tpialunque , tra loro pa- 
rallele , tirate per essi alle curve rispettive , saranno propor- 
lionals a due diametri paralleli qualunque, o a loro parametri. 

E viceversa b chiaro , che : 

. Se quelle incidenti sieno proporsionali a due diametri pa- 
ralleli , debbano ancvr esse esser parallele tra di loro. 

' 347. Con. 4. Quindi al pari del punto, può 1’ una di queste 
incidenti dirsi omologa ali' altra . 

348. Con- 5. Ed è facile rilevare , che nelle parabole ai- 
milmente poste , le due incidenti ugualmente coadizioBate 
aieno piuporzionali a’ parametri de’ diametri su cui trovaoai 
i punii omologhi. 

349. Scol. Laddove non si vogliano le curve simili con- 
siderare ancora per similmente poste, la condizione del paral- 
lelismo delle incidenti , di cui è detto ne’ cor. 3, 4, 5 verrà 
sostituita dagli uguali angoli ch’eaae facciano co’ diaaotii 
omologhi. 


delie ciiri’e coniche 
PROPOSIZIONE VI. 
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TBOREIIA. 



350. In due sezioni coniche simili , e similmen- 
te poste, due incidenti (Qualunque, condotte ad una 
dì esse da un qualsivoglia pùnto, sono proporziona- 
li alle rispettive rette omologhe , condotte nell’ al- 
tra dal punto omologo corrispondente. - 

Imperciocché essendo due relle omologhe qualunque , ri- 
spetto all’ una., ed all' altra sezione conica, propontionali a 
due diametri omologhi , ossia paralleli qualunque, o a’ loro 
parametri, è chiaro, che le due incidenti neUnna debbano es- 
ser proporzionali alle corrispondenti rette omologhe nell'altra. 

351. Coa.La conversa di questa proposizione è evidente- 
menie anche vera , cioè a dire , che : 

Se due teziont coniche ' tono tali, che tirale ad arbitrio ,da 
un punto qualunque, due incidenti ad una di esse , le mede- 
sime risultino proporzionali a due incidenti parallele neW'al- 
tra ( o viceversa ) , condotte dal punto omologo corrisponden- 
te ,• queste sezioni coniche saranno simili , e similmente poste. 

362. Scot. Da tutte le precedenti considerazioni risulta 
evidente , che le proprietk , le quali oaralteriizano due se- 
zioni coniche simili , e similmente poste , valgono ancora a 
caratterizzare le curve coniche solamente simili, con sostitui- 
re al parallelismo delle rette omologhe la condizione , eh' ès- 
se facciano angoli uguali tra loro*, e co’ diametri omologhi. 


s^ti, - u ^ 
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PROPOSIZIONE VII. 

TEOBEHA. 

353.Tatle le ellissi, o le iperboli segnate in un co- 
no da piani paralleli sono simili, e similmente poste. 

Dm.Sicno PDQ, pdq [ flg-4. ] due ellissi , o due iperboli 
segnale su di un cono da piani paralleli ; saranno pur paral- 
leli i loro diametri PQ , pq , comuni sezioni di questi piani 
col piano del triangolo PEQ , che per la genesi di queste 
curve c condotto per l’ asso del cono ; e quindi risulteranno 
simili i triangoli PEQ , pTLq ; ond’ è che i centri C, c di tali 
curve staran per dritto col punto E , e si avrà 
PG : CE :: pc : cE 

Ciò posto a’ intenda per questa retta £C condotto comunque 
un altro piano , e sieno le rette EE , ED le comuni sezioni 
di tal piano col cono, ed FD,/H quelle, che dal piano medesi- 
mo vengono segnate ne’ piani delle curve proposte , e che 
ne saranno diametri : questi diametri saranno benanche pa- 
ralleli ; e perciò simili i triangoli FCE , /cE ; ond’ è che 
starà FC : CE :: fc: cE 

e quindi risulterà PG : CF :: pc : ef 
Laonde le proposte ellissi , o iperboli PDQ, pdq saranno si- 
mili , e similmente poste (342.) . 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOBEHA. 

354 .Se tra i lati BA , ÀC [^g.5. ] del triangolo 
BAC , per r asse e per 1’ altezza del cono BCFA , 
s’ inclinino ad essi lati due rette DGE , HGI negli 
angeli uguali AED , AHI j i piani condotti per le 
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DE, HI, perpendicolari a quello del triangolo ABC 
vi segneranno ellissi, o iperboli simili. 


Dm. Imperocché essendo 1' angolo lEG ugnale all’ altro 
DHG , saranno ancora simili i triangoli IGE, DGH j e però 
staié IG : GE :: DG : GH, ed il retUngololGH sari ugua- 
le all’ altro DGE .. Laonde il quadralo di FG , semiordinata 
comune agli assi DE, HI di tali corre nel puuto G, serberà la 
medesima ragione a’ rettangoli DGE , HGl delle ascisse cor- 
rispondenti da’ due vertici ; e quindi saranno uguali le ragio- 
ni che a tali assi serbano i loro rispettivi parametri : ond' è 
che esse curve saranno simili. 

355. Con. Quindi le ellissi, o le iperboli simili, segnate nel 
cono da’ piani paralleli, ne hanno un’altra serie prodottavi da 
^ni anche tra loro paralleli , ma succontrariamente posti . 


r‘ 
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CAPITOLO II. 

DstLB UITIISEZIOMI PELLE CUBTB CONICDE. 


356. La teorica delle iatersezìoni delle carvc se 1’^ di gran ■ 
de importanza nella Geometria moderna , l’era ugualmente, 
e forse ancor di più Dell' antica , poiché per mezzo di essa 
perveoivasi talvolta a discernere la natura de' problemi; on- 
d’ò che su questo argomento più di un geometra dovè oc- 
cuparsi generalmente considerandolo . £ sappiamo che quel 
CoDone Samio conlemporaueo di Archimede , che il tenne 
sempre , mentre quello visse, in gran pregio , come ben ri- 
levasi dalla lettera , con cui dirigeva a Dositeo il suo libro 
delle spirati * , aveva trattato de punti tte' quali tuta sezione 
conica poteva essere iiÉlersegata da un cerr.ìùo , indirizzando 
tali sue ricerche al geometra Traaideo, del quale non rimane 
altra notizia che questa , come ancora dell' altro suo contem- 
poraneo Nicotele Cireneo , che scrivendo un libro contro Co- 
none , per r inimicizia eh’ era tra loro il riprendeva di po- 
ca esattezza nel dimostrare , soggiugnendo esser facili le di- 
mostrazioni sì per la parte suddetta di tal ricerca , che pel 
complemento di essa intorno alle intersezioni delle curve co- 
niche e del cerchio con le iperboli cqtposte : senza però che 
né egli , nè altri avesse col fatto ciò comprovato . Di che 
rimprocciandolo il grande Apollonio , intraprese egli una tal 

* È degno di esser qui ripetuto, come modello di elogio per un vero 
Bcienzisto , il modo come a riguardo di Conone si esprime Archimede 
Canon qnidtm ,■ cum lempus siti sumpsisstt ad haec serutanda minimo 
idonsum , tuia dscessit , eaque obscura rtliquil ; licei his omnibus, aiiis- 
que pluribus incentis longe Geomeiriae fints amplificaccrit . Novimus 
enim fuisse in co viro haud vulgartm scienliae huias ptriliam , exii»i~ 
amque induslriam. 

’* Abbiamo dunque di sbe ben consolarci delle impertinenze com- 
messeci non ha guari , da persone imperile nella scienzn geometrica , 
per calerci adoperali al vantaggio di essa. 
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tratlazionc; come areva già indicato ad Endemo, nella lette- 
ra con la quale accompagnava l’invio clic facevagli del primo 
libro de’ suoi Conici; e morto costui il ripeteva ad Aitalo nel- 
r altra lettera con cui indrizzavagli il lib.lV di essi conici, 
in dove 1’ argomento suddetto veniva ordinatamente esposto, 
c dalla quale raccolgonsi le anzidelte notizie. 

Apollonio dunque deve aversi come il primo tra gli anti- 
chi geometri, il quale avesse con estensione trattato questo 
argomento per le curve coniche*, oggetto di grande impor- 
tanza per la composizione de’ prohleroi toìidi . E potremmo 
senza compromissione asserire , che le verità eh’ egli con la 
semplice Geometria vi discopre, non si ottengano con la me- 
desima facillà chiamando io soccorso 1’ Analisi algebrica : 
e ciò oltre alla naturalezza de’ principii che vi adopra . Al 
qual proposito ne sarà lecito dolerci della faoiltà grande con 
la quale taluni, che han presa, al di d’ oggi, a coltivare l'an- 
tica Geometria, facendone quasi una scienza immaginativa, si 
sforzino trarre verità geometriche da principii paradossali 
ed inconcepibili ; dal qual modo nuovo di ragionare essa non 
potrà che soifrirne grandemente . La Geometria non ha bi- 
sogno di nuovi principii pc’ suoi progress! , essendo a se 
medesima sulliuicnte , purché quelli solidissimi, ch’ella pos- 
siede, sappiansi bene , c convenevolmente applicare : il che 
potranno comprovare le verità nuove , che sull’ argomento 
dulie intersezioni delle curve coniche aggingneremo nel pre- 
sente capitolo a quelle lasciateci da Apollonio . 

Lo scopo che abbiamo avuto in esporre qui con qualche 
estensione, più che altre volte non si era fatto , e ad un libro 
elementare non convenivasi, un tale argomento, l’è stato quel- 
lo , di averci proposto in questo corso geometrico , e cosi 
ancora per l'altro di Analisi moderna , di preparare tutto 
quanto il materiale bisognevole per ben percorrere, o prosc- 

* Ciò afll-rma egli medesimo usila citala lettera ad Eudeuio. 
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guire la carriera dilBcile ed inlermÌDabile dell* invenzione ma- 
temalica, e ad intendere le opere de’ sommi geometri si an- 
tichi, che moderni, senza lo stadio profondo delle quali non 
può aversi che appena una scienza elementare , ed incom- 
piuta ; dalla quale son poi derivale tulle quelle instilnzioni 
che vcggonsi prodotte nel presente secolo , ed i falsi giudizi 
sulle antiche , o su’ melodi , l’una succedendosi all altra , 
e sì r una che l’ altra rimanendo ben presto condannale al- 
r obblio . 

Or mirando il presente argomento , c 1’ altro della manie- 
ra di esibire una curva conica , per mezzo de’ suoi convene- 
voli determinanti , alla determinazione , e composizione de 
problemi solidi , non potevasi esso senza taccia tralasciare, 
tanto più, che nulla di ciò s’ incontra in altri trattati istitu- 
zionali ; e però ci siamo veduti in obbligo di recarvelo . 

Il principio che campeggia nelle nostre dimostrazioni è 
quello della divisione armonica , il quale se con tanta utilità 
si è veduto adoperato ne’ precedenti libri in difficili dimo- 
strazioni , rese per mezzo di esso facili e piane , vantaggio- 
sissimo si vedrà riescire nel presente argomento , pel quale , 
dopo aver esposti alcuni teoremi elementari, ne aggiugnere- 
mo una buona mano di altri nuovi , ed importanti per molte 
difficili ricerche di moderni geometri coltivatori dell’ an- 
tica Geometria . 

PROPOSIZIONE IX. 

TB0RBM4. 

357. Una curva conica non può inlersegare al- 
tra curva conica , in più di quattro punti . 

S’ è possibile la curva conica ARCE [//g:. 6’.] sia segata ne’ 
cinque ponti A,B,C,D, E dall’ altra ARDE . Si uniscano le 
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AB, DC, che prodoUe iocontrlosi in L : d' onde si cooda • 
cano ad una delle cunre le tangenti LM,LN ; congiunta MN, 
è chiaro che questa retta passerebbe pure pe’ contatti delle 
tangenti menate aH’ultima curva dallo stesso punto L ; quin- 
di tirata LGKFE all’ altro punto E d’ intersezione delle cur- 
ve proposte, dovrà tal retta restar divisa armonicamente una 
volta in G, F, ed un’ altra in K, F ( 73, 170, e 292.) . Lo ' 
che ripugna. 

Che se le AB , DC fossero risultate parallele , non lo sa- 
rebbero state le AB , EC : e la dimostrazione sarebbe proce- 
duta nel modo stesso che la precedente. * 

358. Con. Poiché due sezioni coniche non possono inter- 
segarsi in più di quattro ponti, ne segne, che se due di esse 
abbiano comuni ciuque punti debbano risultare identiche, co- 
incidendo in tutto il loro perimetro. Quindi si vede , che per 
cinque punii non potsa pattare , che una tola ed unica tetta- 
ne conica . 

PROPOSIZIONE X. 

TEOaEHA. 

35g. Se una curva conica ne tocchi un altra ,, 
non potranno queste due curve segarsi io più di due 
altri punti . 

S’ è possibile la curva conica ABC [ fig-7. ] tocchi l’ altra 
BDEF , nel punto B , e l’ interseghi ne' tre altri D , E , F . 
Tirata per B la tangente BG comune alle due curve , c con- 
giunti due de’ tre punti d’ intersezione come E , D, la coo- 
giungcnte ED convenga con la tangente in G , d’ onde si ti- 
ri all’ una delle curve l’ altra tangente G.M ; e J unita BM , si 
conduca ad F la GllLKF : dovrà tal retta restar divisa ar- 
mouicamcntc una volta in K , 11 , ed un' altra in K , L . 
Che ripugna. ’ 
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Se la ED risnltasse parallela alla BG, la dimostrazione ai 
sarebbe fatta congiugnendo il punto D con l’ altro F , o an- 
che F con E ; poiché 1 ’ una , o l’ altra congiungente dorreb- 
be necessariamente incontrare la BG. 

' PROPOSIZIONE XI. 

TEoaaiiA. 

360. Se una curva conica tocchi un’ akra in due 
punti , non potrà incontrarla altrove. 

S’ è possibile la corra conica ACBD [ flg.S.n.I . } tocchi 
1’ altra AFBD ne’ punti A , B , e I' interseghi io D. K tiri- 
no pe’ punti di contatto A , B le tangenti AE , BE, che Con- 
rengano in E ; e congiungasi la retta ED , che rimarrà divi- 
sa armonicamente dalla retta fra’ contatti AB in K , e dal- 
r una delle cnrre in H , dàlValtra in L. Che non può essere. 

Che se le AE , ££ [ fig. 8. n. 2, ] risultassero paralle- 
le , allora la AB , sarà un diametro comune (122 , e 209 ) 
alle due sezioni coniche ; e quindi condotta ad esso da D 
r ordinata DKLH , le semiordinate HK , KL sarebbero 
guali , perchè uguali entrambe a DH ; il che è assurdo . 

♦ 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOBEOA. 

361 . Se un cerchio incontri la parabola come in 
un de’ casi di cui sta detto ne’ precedenti teoremi, 
almeno un de’ punti d’ incontro, sia intersezione , 
o contatto , dovrà cadere dalla parte dell’asse con- 
, traria a quella ove sono gli altri . 
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Dim.Cas.i.TIo cerchio interseghl la parabola BAD [fig.9-1 
ne quattro punti C, E, F, D, che suppongasi cadere da una 
stessa parte AD per rapporto all' asse AQ. Congiunte le CF, 
£D, i rettangoli CGF,EGD sarebbero uguali; e però le CF, 
ED apparterrebbero per ordinate a’ diametri HK , LM equi* 
distanti dall’ asse ; lo che ripugna . 

CAs.ii.Cbe se il punto di contatto C del cerchio 

con la parabola BAF cadesse dalla parte medesima co’ pun- 
ti d’ intersezione E , F ; tirata per C la tangeote CH, e con- 
giunta la EF ; queste rette o s' incontreranno in H , ed allo- 
ra essendo il rettangolo EllF uguale a CH’, il diametro che 
passa pel contatto C , e 1’ altro cui è ordinata la EF , i qua- 
li cadono da una medesima parte della parabola , dovreb- 
bero essere equidistanti dall’ asse , senza ohe possine coinci- 
dere . Lo che è un assurdo . 0 se pur la EF si supponesse 
parallela alla tangente CU 1i.'\ ,, divisa essa EF per 
metà in K , e congiunta la CK , tal retta , ch’è un diametro 
della parabola , dovrebbe , per la natura del cerchio, risul- 
tar perpendieolare alla EF ; il che non può avvenire, che nel 
solo caso che la EF sìa l’ asse della parabola , e C il vertice 
di tal curva : ed allora è manifesto , che 1’ un de’ punti d’in- 
' tersezione £ cadrebbe da una parte dell’ asse , l’ altro dal- 
r altra . 

Cas. ]|i. Finalmente se il cerchio tocchi in due punti la 
parabola , è manifesto , che questi dovranno cadere negli c- 
streroi di una medesima ordinala all’ asse ; e quindi a parti 
opposte di esso. 

Laonde et. — C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XIII. 

TBOBBKA. 

36 2 . Se un cerchio incontri la parabola, e da’pun- 
li dell’ incontro si tirino le semiordinate all’ asse di 
questa j la somma di quelle semiordinate, che sono 
da una parte di un tal asse, dee uguagliare la som- 
ma delle rimanenti dall’ altra parte : ove nel caso di 
contatto, si prenda due volte la semiordinata per tal 
punto . 

Dim. Gas. i. Siene A , B , G , D [ pg. 12. ] le quattro 
inlcrsczioni , ed AQ, BS, CR, DP le corrispondcoli semior- 
dinatc all' asse . Tirale le eorde AB , CD , i diametri cou- 
dolli pe’ loro punti aiedii M , N saranno equidistanti dall'as- 
se ( tlim. prop.12. J ; c però le MG, NE, perpendicolari al- 
r asse stesso , saranno uguali fra loro . Ciò posto, poiché le 
DP, CR sono ad ugual distanza dalla NE , sarà la loro som- 
ma doppia di NE ; ed essendo per la medesima ragione la 
somma delle AQ , BS doppia di MG , risulta la somma del- 
le semiordinate DP , CR , che sono da una parte dell’asse , 
uguale alla somma delle semiordinate AQ, BS, che sono dal- 
1’ altra. 

Gas. li. Che se il cerchio tocchi la parabola [flg. 13.~\ in 
T , i diametri TK , \'H saranno parimente equidistanti dal- 
l'asse; 0 la scmiordinata TG, essendo perciò uguale ad NE, 
sarà la somma delle DP , CR doppia di TG. 

Gas. III. C he se il cerchio tocchi la parabola kY'S[fig.14.'\ 
ne’ punii A, D; questi dovranno necessariamente essere equi- 
distanti dal vertice della {larabolu , e la loro congìungcnte 
sarà r ordinala AID all’ asse ; oiid’ è che le Al , DI risulte- 
ranno uguali . 

Laonde re, — C.B.D. 


20 
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PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

363. Due sezioni coniche simili , e simiimenle 
poste non possono intersegarsi in più di due pumi. 

Dim. Cas.i. S uppongasi in prima, che le due curve abbiano 
cenlro, e sieno questi P, Q Sieoo inoltre A,B due 

punii comuni alle curve stesse , e pel punto M , medio del- 
la curda All , si conducano i diametri nell’ una , e nell’ al- 
tra curva ; saranno questi diametri coujugati alla ffledesima 
direzione di AB e le due curve essendo, per ipotesi, simili, 
c slmilmente poste , ne segue eh’ essi staranno per dritto. Da 
ciò risulta , che la. congiungcnie de centri di due curve si- 
viUi , c siniiliiunle poste , sia conjmjata alla direzione della 
corda roniune . Se dunque vi potesse essere una terza , o 
quarta intersezione, le loro còngiungenti co’ punti A , B do- 
vrebbero essere conjugate alla stessa PQ ; il che è impossì- 
bile. Laonde le due sezioni coniche non possono intersegar- 
si in pili di due punti. 

Gas. li. Se le due curve sieno parabole [fig-'/ó ], e s'inter- 
seghino in .\,B, supponendo che possa esservi una terza ìn- 
lérsezione C , si tirino le tre corde AB , BC , CA , e sì bi- 
sechino in M , N , S ; sarà MN parallela ad AC , la quale 
è per le due parabole un' ordinata comune al diametro con- 
dotto per S. Sia P l' incontro di questo diametro con MN, che 
prolungata Indelinitameute incontri 1' una parabola in D, </ , 
V altra in E , c ; saranno le semiordinate DP , EP uguali ri- 
spellivaraenle a i/P,cP. Ciò posto, se l’arco parabolico ADII 
sotteso dalla corda AB si supponga intcriore all’ arco AEB , 
è chiaro clic 1' arco BeC , continuazione dell' arco AEB 
sarà per 1’ opposto esteriore all’ arco BdC . Così essendo 
sarà PD maggiore di PE , c Td minore di Pe : ma per es- 
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sere P<f aguale a PD, c Pe aguale a PF, dovrebbe essere P</ 
maggiore di Pe. Dunque Pd sarebbe or minore , ed or mag- 
giore di P« ; il che ripugna. Quindi due parabole similmen- 
te poste non possono intersegarsi in più di due punti. 

364. Con. 1. Risulta ancora da ciò , che dne sezioni coni- 
che simili , e similmente poste non possano toccarsi Tu più 
di un ponto , nel quale s' intendono riunite due intersezio- 
ni ; ed inoltre, che la congìungente i centri delle due curve 
passi pel contatto , e sia coojugata alla direzione della lo-- 
ro tangente comune nel punto stessa. 

365. Con. 2. Poiché due sezioni coniche simili , e simil- 
mente poste non possono avere più di due punti comuni , 
nc segue, che per ire punii non potsa farsi passare^ che una 
soia r-d unica Uiione conica simile, e sintilmenle posta ad tot' 
altra data. 

366. Se abbiansi quattro punti comunque situati , có- 
me M, R, N, S , congiungcndò questi, a due 

a due in tutt’ i modi , si hanfKi sei congiungenti, delle quali 
si diranno opposte ogni due che non partono dd uno stesso 
punto , e die perciò , prolungate se occorra , in generale, in- 
tersegansi in un punto diverso da’ primi quattro ; tali sareb- 
bero le MR , SN ; MS , NR ; MN , RS, intersegantisi ri- 
spettivamente ne' punti Q , P , Z. 

Potendo due sezioni coniche Intersegarsi in quattro pùn- 
ti , le lore sci coogiungentl saranno allora altrettante cordo 
comuni ; ond’ è , che si avranno tre coppie di corde o{>post» 
co’ loro tre rispettivi punti d’ incontro. 
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PROPOSIZIONE XV. 

teohena. 

367 . Se (lue sezioni coniche s’ iniersegano in 
quattro punti j i triangoli formali in ciascuna di es> 
se, da’ semidiametri paralleli a due qualunque del- 
le sei corde comuni opposte , risultanti dalle quat- 
tro intersezioni, ed aventi i lati diretti da una stes- 
sa parte , sono simili , e similmente posti. 

l)ix. Siene M, R, N, S \Jig. i9.'] (jnattro punti comuni a 
due «elioni coniche , e «ieoo CH, GB, e/i, cb , «emidiamii- 
tri deir uni , e dell’ altra paralleli , per esempio , alle cor- 
de comuni opposte RN , SM , che «' inlcrsegano in P ; starà 
(164, 289.) 

PRxRN : PMxPS :: CH’ ; GB* :: eh' : cb'. 

Quindi CH : CB'"ft eh : 

« perciò i triangoli HGB,/(c4,che hanno di piìi paralleli i lati 
inlorno agli angoli IICB, hcb, saranno simili , e similmente 
posti . 

3C8.Con. Pe’ punti medii U, u delle basi HB, hb de’ tri- 
angoli HCB, hcb si conducano i semidiametri CY, cy , e gli 
altri ex, r.r paralleli alle basi stesse ; saranno (Hi, 2CI.) 
CY , ex semidiametri conjugati dell’ una curva , al pari dì 
cy , ex , che saranno conjugati nell’ altra : e son poi quelli 
paralleli a questi . Dunque : 

Se due sezioni coniche s' inlcrsegano in quattro punti , e si 
formino, nell una , e. nelb altra, i triangoli co semidiametri 
paralleli a due (puilunquc delle opposte tra le sei corde co- 
muni ; i diametri condotti pe' punti medii delle loro basi, ed 
i paralleli alle òasi stesse cosliluirauno, per le due currc, un 
sistema di diametri conjugati paralleli . 

3G9.Scol. 1 .Se le due sezioni coniche sono entrambe ellis- 
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si,-o luna ellisse, e l'aftra iperbole; qncsla consegnenza non 
ammelte teruna eccezione: ma se le duo curve sono entrambe 
iperboli [/lg-20.^, e tre dc’qnattrò punti, come N, M, S si 
trovino sopra una stessa iperbole, mentre il quarto R si tro^ 
vi suH'oppotta, allora avverrà, che a qualunque delle oppo- 
ste tra le sei corde comuni si tirino i semidiametri paralleli 
€1I,CB, uno di essi soltanto, come €11, potrà cadere sulle i- 
perboli proposte FF^, e l'altro CB cadrà necessariamen- 
te sulle loro conjugatc. Poiché essendo, per esempio, NR , 
ftlS le due corde opposte , cui son paralleli i semidiametri 
Cn,CB,e CR sia il parallelo alla corda MS,cbe unisce i due 
punti M, S, situati su di una medesima iperbole FMF'; non 
potrà esso CB incontrare altrove nè questa curva nè l’opposta 
/R/’' (34^. Che però IIB, base del triangolo IICB , non sarà 
un’ ordmata al diametro CY, condotto pel suo punto medio; 
e quindi i diametri tirati pel punto medio della sua base , 
e '1 parallelo alla baso medesima, non saranno piti conjuga- 
ti tra loro , essendo per ciò necessario ( 261 . ) , clic i ponti 
n, fi cadano entrambi o sull' iperbole proposta, 0 sulla con- 
jogala . £ dovendo dirsi lo stesso delle altre iperboli oppo- 
ste EE',rc', ne risulta, che in questo caso le due curve non 
avranno sistema di diametri coiijugati paralleli ' Se poi de’ 
quattro punti sì trovino due su di un’ iperbole , e due altri 
sull’ opposta ; allora la proposizione starà come nel corol-. 
lai lo precedente. 

370. Scol. ‘2. Sostituendo a’ semidiametri le tangònti pa- 
rallele a due qualunque delle corde opposte , è chiaro che 
i triangoli formati nelle due curve dalle due tangenti, c dal- 
la corrispondente corda di contatto sìcno anche simili, e si- 
milmente posti ; quindi è che la proposizione , c le conse- 
guenze , che nc derivano , si applicano immediatamente al 
caso in cui una , o entrambe le cur,vc sieno parabole'. 

371. Scol. 3. Fsseudovi tre .coppie di corde comuni op- 
poste , si avranno iu conseguenza tre coppie diverse di tri- 
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«Dgoli codiluili , come si è dello , Delle due corvo , simili 
rispellivamenle tra loro , e similmente posli. Quindi parreb- 
be , che dovessero anche esservi tre diversi sistemi di dia- 
metri coniugali paralleli : ma unico è questo sblema , come 
satà dimostralo nella seguente 

PROPOSIZIONE XVI. ■ 

^ • s 

TeoaENA. 

Z'ji. Unica è la direzione de’ diametri conjugati 
paralleli , per tutte le infinite sezioni coniche , che 
possono passare per gli stessi quattro punti * . 

Din. è dimostrato nella proposizione 5. del presente li- 
bro, che due sezioni coniche le quali hanno un sistema di dia- 
metri conjagali paralleli , non possono averne un altro , senza 
essere simili , e similmente poste ; il che attualmente nè si 
suppone, nè può aver luogo (3G3.) ; perchè, per ipotesi y le 
due curve s’ inlerscgano in quatlio punti , Dunque le due 
curve proposte da prima non potranno avere che un sol si- 
stema di diametri conjugali paralleli ; e quindi i tre diversi 
triangoli formali in esse , com’ è prescritto nella precedente 
proposizione , non daranno , che* una sola direzione pe’ dia- 
metri i quali passano pe’ punti medii delle loro basi \ e del 
pari per quelli , che sou paralleli alle basi stesse . Inlanto 
rimanendo invariati i quattro punti M, R, N,S per 

tutte le iniìuilc sezioni coniche , che passano per essi, ne se- 
gue, che la direzione de’ diametri conjugali paralleli relatna 
a due di tali curve , sarà comune a tutte le altre. — C.B.D, 

373. Con. Dunque : Se due sezioni coniche, le quali s' initr- 

‘Già risulta dalla prop. 9. e dal suo corollario , clic infìoite seziom 
cooiclie possono passare per quattro punti : ma ciò si vedrà anche fflo- 
glio nel se juoote caiùtolo > 
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legano in quadro punii , hanno gli atsi paralleli ; tulle le in- 
fi Itile sezioni coniche, che possono passare pe medesimi quat- 
tro punti , avranno collantemente gli assi Ira loro paralleli . 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

3 ^ 4 . Se due sezioni coniche, che s’intersegano in 
quattro punti, abbiano gli assi paralleli, que’pun- 
ti staranno sulla circonferenza di un cerchio. 

Dim. Condotti ip una delle dne cnrre [ftg.2-1.'] i semidia- 
metri Cll, CR paralleli a due qualunque delle opposte dcRe 
sei corde comuni , come NM, RS, che s’ incontrano in Z, .e 
poi congiunta HB ; il semidiametro CY, condotto pel punto 
medio U della base HB , dovrà essere un degli assi della 
curva , ed in conseguenza la HB essendogli perpendicola- 
re , i scmìdiameiri CH , CB gli saranno ugualmente inclina- 
ti , e quindi uguali. Avendosi dunque 

MZxZN : RZxZS :: CH*: CB* 

Risulterà MZxZN=RZxZS 

e perciò i quattro punti M, R, N , S staranno sulla circòn- 
fercnza di un cerchio. — C.B.D 

375. Cor. 1. Segue da ciò , che : Prendendo nella circon- 
ferenza di un cerchio quattro punti ad arbitrio ; gli assi di 
tutte le sezioni coniche, che possono descriversi per que' quat- 
tro punti saranno tra loro paralleli. 

376. Cor. 2. Inoltre , è da osservarsi, che nel triangolo 
HCB , la CU , o CY biseca 1’ angolo HCB ; quindi essen- 
do le CH,CB parallele alle ZN,ZS, la retta, che biseca l’an- 
golo NZS , sarà parallela all’ asse CY ; e quella, che biseca 
l’ angolo NZR , supplemento di NZS , sarà parallela all' as- 
se conjugato. £ poiché lo stesso avverrebbe per le biscanti 
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gli angoli in P , o in Q , compresi da cUscon’ altra coppia 
delle corde opposte , ne segue , che : 

Se un cerchio inlersega una sezione conica in quattro pun- 
ti, le bisecanti gli angoli compresi da due qualunque fra le op- 
poste delle sei corde comuni , saranno parallele agli assi del- 
la sezione . Laonde : 

Comunque si faccia variare la grahdezza , e la posizione 
di un cerchio , che vada intersegando or qua or là una me- 
desima sezione cinica ; le sei bisecanti de tre angoli compre- 
si dalle tre coppie di corde comuni opposte , saranno costan- 
temente parallele in due diverse direzioni tra loro perpendi- 
colari. 

377. Scol. Da ciò risulta la seguente importante proprietà 
del cerchio : 

Se con quattro punti comunque presi sulla circonferenza 
di un cerchio si-completi la figura iscritta, risultante da lutee 
le sci congiungcnti , le bisecanti degli angoli compresi dalle 
tre coppie' di corde opposte sono parallele in chic diverse dire- 
zioni , e quindi perpendicolari . 

Ed in fatti sieno M, R, N, S [ pg.22.'\ i quattro pun- 
ti presi nella circonferenza di un cerchio , e Q, P, Z le tre 
intersezioni delle tre coppie di corde opposte: bisecando col- 
la AB r angolo in Z , i due triangoli ZAR, ZBN, che han- 
no uguali gli angoli io R , N , saranno sìmili , c perciò sa- 
ranno uguali gli angoli io A , B . Quindi il triangolo AQB 
sarà isoscele , e però la bisecante dell’ angolo in Q sarà per- 
pendicolare alla AB bisecante dell’ angolo iu Z . £ ciò basta 
a far eonchiudcrc la Tcrilù enunciata. 

378. CoB. 3. In virtù di queste proprietà è poi chiaro , 
che la prop. 13. può rendersi più generale , cd enunciarsi 
a questo modo ; Se una parabola è tagliala in quattro giun- 
ti da una sezione conica qualunque, avente un asse perpendi- 
colaie , 0 parallelo a quello della parabola ; la somma delle 
sentiordinale a quest' ullimo asse , che cadono da una parte , 
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sarà uguale alla somma di gufile , che cadono dalt altra . 

Il che è evidente , polendo per qne’ quattro ponti passa- 
re la circonferenza di un cerchio . 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOaEMA. 

.? 79 .Seper due punti R,1VI [/fg'.aS.], comuni ad 
una serie di sezioni coniche simili, e similmente po- 
ste, passi un’ altra sezióne conica qualunque MYR, 
che ingenerale intersegherà ciascuna delle prime in 
due altri punti, come N,Sj N', S', ec.i tutte le cor- 
de NS , N'S', ec., opposte alla corda RM , saranno 
parallele tra loro. 

Dm. Essendo le sezioni coniche, che compongono la prò-' 
posta serie tutte simili, e similmente poste ; la direzione de’ 
diamitri conjugali paralleli, per una di esse, e per la sezione 
conica qualunque MYR, sarà comune a tutte le altre ; ond’ è 
che r angolo IICB formato in essa da’ semidiametri GII, GB 
paralleli alla Rftl , ed alle corde NS, N'S', ec. dee mante- 
nersi invariato (368.) . E però la direzione di queste corde 
sarà costante , e parallela alla GB . 

380. Goa. 1. Quindi se nella sezione conica MRY si tiri 
ad arbitrio una corda NS parallela alla N'S', pc’qualtio pun- 
ti M, R, N, S potrà farsi passare (365.) una seziono conìcn 
simile , e similmente posta alla MRN'S'. 

381. Goa. 2. Se la serie delle sezioni coniche simili , e si- 
pailmenle poste sia di cerchi ; la corda variahile NS , oppo- 
sta alla Gssa MR , e la stessa MR saranno (368 , c 376,) u- 
gualmente inclinate agli assi , ma in senso inverso. Quindi , 
ove , in questa ipotesi , sia data la direzione della MR si ha 
facilmente la direzione della corda variahile, che l’ è opposta. 



i6i 


dellt intersezioni 


3b2. Scol. 1 . Nelle precedenti proposizioni si è suppo^ 
sto , «bo le dite sezioni coniche s’ iotersegnssero in quattro 
punti: ma le medesime possono ancora toccarsi in nn punto, 
ed in’.ersegarsi in due altri ; ovvero anche toccarsi in due 
punti . £ poiché in questi casi le quattro intersezioni sussi* 
stono sempre ; però sussisteranno ancora tutte le veritii di- 
mostrate , con quelle leggieri modifiche , eh' è beo facile ad 
ognuno avvertire . Tutto ciò è evidente , atteso che nel ca- 
so del contatto debbono in quel punto considerarsi raccolte 
due intersezioni : ma per convincersene vieppih baslerk so- 
stituire , nelle dimostrazioni , alla corda su cui trovansi le 
due intersezioni riunite , vale a dire , nel contatto , la tan- 
gente nel punto stesso, e riguardarla sempre come opposta 
pila corda , che unisce le due rimanenti intersezioni . Cosi 
nell’ ultima proposizione , se le due intersezioni M , R co- 
muni alla serie di sezioni coniche simili, e similmente poste, 
o di cerchi , si raccolgano in una , cioè a dire, che le sezio- 
ni coniche, o i cerchi si tocchino tutti in un punto M [f 24.'], 
alloro la corda hIR si cambia nella tangente nel punto di riu- 
nione M ; e le corde NS,N'S' non cesseranno perciò di esser 
parallele tra loro . 

383. £ nel caso de’ cerchi la tangente , e la corda varia- 
bile saranno ancora , in senso inverso , ugualmente inclinate 
agli assi . 

384.Scot.2.Se suppongasi , come nella ipotesi preceden- 
te , che le sezioni coniche simili , e similmente poste toc- 
chino tutte [fìg.35 ] la sezione conica MY in un punto M , 
ove avranno in conseguenza una tangente comune mr , c che 
di più la direzione del diametro MM', corrispondente al con- 
tatto , sia comune a questa , ed a quelle ; allora le corde 
NS non solo son tutte parallele Ira loro , ma il saranno be- 
nanche alla tangente mr. Quindi è che in tal caso non sia più 
necessario, che le sezioni coniche sieno simili , e similmente 
poste ; essendo chiaro, che per tutte le curve di tal fatta de- 
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icrilte coUe coodizioDÌ assegnate, qnalmqne esse sreno, (cioè 
che tocchino la mr nel punto M ed abbiano in comune 
la direiìoneMM' del diametro appartenente a questo punto) 
le corde ad esse comuni saranno costantemente parallele al- 
la tangente mr. 

Ma le sezioni coniche , che si toccano in un punto godono 
di una importante proprietà , che esporremo in fine del pre- 
sente capitolo . 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEoneas^ 

385. Due sezioni coniche , comunque situate in 
un piano, o su piani paralleli, ammettono, in gene- 
rale , un sistema di diametri coti] ugati paralleli . 

Diu. Imperocché può sempre supporsi , che una delle due 
sezioni convelle proposte sia interaegata comunque in quat- 
tro punti , da una sezione conica simile , e similmente po- 
sta all'altra , e di qualunque grandezza. Allora la direzione 
de’ diametri conjugati paralleli per le due curve , che s’ in- 
lersegano , sarà la stessa per l' altra curva , dovendo sola- 
mente aversi presente il case di eccezione notato nel §.369; 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

386. Le tangenti comuni due sezioni coniche 
concentriche sono parallele a’ lati del parallelogram- 
mo , che ha per diagonali i due diametri conjugaù 
ad un loro diametro comune. 
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Dim. Sieno GG' , DD' [flg-26.'] i due. diametri delle due 
curve conjogati al diametro comune NM , e QFE, Q/c le tan- 
genti comuni ; le ordinate condotte pe' contatti E,F al dia- 
metro MN dovranno incontrare questo diametro in un mede- 
simo punto K : poiché, se sia Z il punto d’ incontro della 
tangente FE con MN , deve aversi per 1’ una , e per 1’ altra 
(118,204.) ZCxCK = CN'. 

Ciò posto essendo (144 , 227.) 

EK* : MKN GC' : CN’ 

FK* : MKN :: DC‘ : CN’ 
stari EK : FK :: GC : DC 

Quindi i due triangoli GCD , EKF saranno simili , e simil- 
mente posti ; e però la t-mgente EF sar'a parallela, a DG, la- 
to del parallelogrammo GDG'D' . 

£ dimostrando nel modo stesso, che 1' altra tangente Q/Vi 
aia parallela all' altro lato DG', ne segue ciò, che si è propo- 
sto a dimostrare. 

387. Cor. 1 . 8’ indichino con E , F i semidiametri delle 
due curve GEN , FDM , paralleli alla tangente comune EF,. 
che sìa incontrata in T dall’altro diametro comune RS; stari 


(168,290.) 

TE‘ ; 

STR :: 

E* 

: CR’ 


TF : 

STR :: 

F* 

: CR* 

Quindi 

TE : 

TF :: 

E 

: F 

Ma al modo stesso si 

conchiude essere 


ZE 

ZF 

E 

: F 

Starà dunque 

TE 

TF :: 

ZE 

: ZF 


Yale a dire la tangente comune RF alle due curve GEN , 
FDM, é armonicamente divìsa ne' due punti di contatto E , 
F , e negli altri due T , Z , in cui è incontrata da’ diametri 
comuni RS, MN. E perciò : 

I diametri comuni a due sezioni conicho concentriche , ed { 
diametri , che vanno ai due contatti con qualsiasi delle lo ro 
tangniti comuni , sono quattro rette armonioali. 

388. Cor. 2. La retta che unisce gli estremi opposti 
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de’diamelri i quali paesano pe’ conlatli Fj E, è, com' è diia- 
To , parallela ulla FE , ed anch’ essa tangente cotntine del- 
le due curve : e cosi sari pure 1' altra tangente comune ft' 
parallela alla ef. Quindi : le quallro langenli comuni di due 
curve coniche concentriche formano sempre un parallelogram- 
mo ; come or sarebbe PQP'Q'. 

389. Cor. 3. la questo caso , inoltre , è pur chiaro , che 

da’ quattro punti comuni M , R , N , S , quandoché si con- 
giungono con rette, verrebhesi ancora a costituire un paral- 
lelogrammo'; e , sia del §.368 , sia dagli altri §§.141, 261, 
or si scorge , che i diametri paralleli a’ lati opposti di esso 
indicheranno le direzioni de’ diametri coniugali paralleli per 
le due^urve. Ma di piìi è evidente , che queste direzioni si 
confondano colle diagonali del parallelogrammo circoscritto 
PQP'Q' , mentre è manifesto ,,cbe le medesime passano. pel 
centro G ; e , se uniscansf le corde tra' contatti Ee' , F/* , 
queste , che al pari di QQ' sono bisecate da PC, saranno pa- 
rallele tra loro ,.ed a QQ' * Ond’ è, che la diagonale QQ' è, 
per entrambe le curve , conjagata alla direzione dell' altra 
diagonale PP'. ' ' 

390. ScoL. 1. Il teorèma or dimostrato conduce immedia- 
tamente ad un’ assai elegante soluzione dell’ interessante e 
dilBcil problema di : determinare il sistema de' diametri con- 
iugali paralleli di due sezioni coniche comunque siltiale. 

Imperocché sieno MFN, mgn [ fig.36.'] le sezioni coniche 
proposte , e tirato ad arbitrio in una di esso un diàmetro 
MN , si supporrà descritta intorno a questo diametro la se- 
zione conica concentrica MGN, simile , e similmente posta 
ad mgn ; e segnati nelle due curve i diametri GG', DD', con- 
jugati al diametro comune MN , che dee 'considerarsi come 
dato, perché arbitrario , si applicheranno alla sezione coni- 
ca MFN le tangenti QF , 0/’ paralielc a DG, DG'. Compito 
il parallelogrammo circoscritto PQP'Q' , le diagonali PP' , 
QQ' saranno le direzioni de' diametri cercati. 
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.391. Scol. 2. Come possa descriversi la sezione conicd 
concentrica, di cui è dello nella precedente costruzione , al 
potrà rilevare dal cap.lV. del presente libro. Ma di essa può 
farsi del lutto a meno per tal costruzione , non richiedendosi 
' della medesima che il solo punto G, estremo del semidiametro 
CG, conjugalo a CM. Ed è facile a comprendersi, che so cm 
aia il semidiametro della sezione conica mng parallelo a C\T , 
e cg il conjugalo, tirando le CG,MG parallele rispeltivamontc 
a eg, mg, vengasi in tal modo ad esibire il punto cercalo G. 

392. ScoL. 2. Sebbene la proposizione precedente non 
sembri applicabile alle parabole, perchè sfornite di contro , 
pur tuttavia se riflettasi , che il problema , di cui si è accen- 
nata la soluzione nel S- 390 , riducesi , com’ è evidei^e , a : 
trovare tulle date curve due punii tali , che la tangente per 
Vtm di essi sia parallela al diametro corrispondente aW altro, 
nella curva che lo contiene ; qualora 1’ una di esse sia para- 
bola, o lo sieno entrambe , la soluzione di questo problema 
non offre più veruna difiicoltà , non trattandosi allqra , che 
di condurre all’ altra curva una largente parallela a’ diametri 
della parabola , la cui direzione essendo unica , è però data. 

393. Scol. 3. Inoltre il teorema enunciato nel §. 387 

regge identicamente per due parabole , i coi diametri sieno 
paralleli. In falli sia [flg. 27. ]. £F la tangente comune di 
due parabole cosi condizionale, che s’ inlcrsegbino ne’ punti 
R , M : sieno Ee , Tf \ loro diametri corrispondenti a’ con- 
tatti E , F , e Tt , ZM quelli passanti per le intersezioni 
K , M . Indicando con E, F i parametri , che nelle due pa- 
rabole appartengono rispettivamente a’ diametri .Ee , F/ , si 
avrà ET- = TR X E , TF> = TR X F 

e quindi ET’ ; TF’ ;; E : F 

Ma allo stesso modo rilevasi 

EZ- : ZF- :: E : F 
starà in conseguenza 

ET : TF EZ : ZT 
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B' onde scorgesi , che la tangente cornane EF sia armonica* 
mente divisa ne’ punti T , Z ; ed i diametri Ec , Tt , Ff , 
ZM saranno perciò quattro rette armoni cali , bensì paralle- 
le , e non pih concorrenti , come nei caso precedente. 

PROPOSIZIONE XXL 

TEoneiiA. 

394* Se due sezioni coniche si^tocchino in un 
punto M [Jig- ] > d’ onde si tiri comunque u- 
na retta MX , che le seghi ne’ punti P , P' , cui si 
applichino le tangenti j il luogo del concorso D di 
queste sarà una linea retta, che passerà pe’punti N, 
S, comuni alle due curve, se queste s’ intersegano. 

Dm. La corda comune NS producasi fino ad incontrare in 
T la tangente comune mr nel punto M : tirando le tangenti 
TH , TH' sarà chiaro, che le corde di eonlatlo MH , MH' 
debbano coincidere ; poiché ciascuna di esse dee segnare 
( 89. ) sulla NS un punto L quarto armonico in ordine agli 
stessi tre punti T , N , S . 

Considerando dapprima la corda MH appartenente alla se- 
sione coniea MNH ; dal punto E , in cui la retta arbitra- 
ria MX taglia la NS , sì tiri ad H la EH , che segherà io un 
altro punto Q la stessa curva , sulla quale si avranuo così i 
quattro punti M , P , Q , H . Formandosi da questi quat- 
tro punti il quadrilatero iscritto con tutte le sei coogiungea- 
tì ( 366. ) ne seguirà ; 

I*. Che se applichiosi le tangenti PD , QD negli estre- 
mi della corda PQ opposta ad MH ; i due ponti D, T , poli 
di queste due corde , staranno per dritto co’ due punti E,F, 
intersezioni delle altre due coppie di corde opposte * ; ondò 

* Veg. il 0 . XI. della nota al $. 83. 
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che i due pneli D , F si troTcranno sulla corda NS , comu- 
ne alle due curve . Inoltre i quattro punti D , T , E , F sa- 
ranno armonici * . 

11°. Sia K r incontro delle corde opposte FQ , MH : sup- 
ponendo congiunta la KF , sarà questa retta (90.) la polare 
del ponto E ; e quindi la corda NS sarà (89.) armonicamen- 
te divisa ne’ punti E , F. 

Passando dopo ciò a considerare 1’ altra corda di contat- 
to MH' , appartenente alla sezione conica MNH', e congiun- 
gendo EH' , che taglierà questa curva in un altro punto Q*, 
se ne dedurranno identicamente le stesse conseguenze rispetto 
a’ quattro punti M,P',Q',H‘'. Or dunque poiché il punto d’ in- 
contro delle due corde opposte F'H' , MQ' dee trovarsi su di 
NS, e segnarvi il quarto armonico in ordine a' tre punti E,S, 
N, ne segue, che questo punto dee coincidere col punto F.Hi 
più dovendo le tangenti negli estremi della corda P'Q' riunir- 
si sulla NS , e segnarvi il quarto armonico dopo i tre pun- 
ti T , F , E, ne risulta, che il concorso delle tangenti in P', 
Q' coinciderà col punto D , ove concorrono le tangenti in 
P , Q . In conseguenza il luogo del punto D , concorso del- 
le tangenti ne’ punti P , P' , è , come si è proposto , la ret- 
ta TE , passante pe’ punti N , S , comuni alle due curve. 

395. CoB. 1. Se le curve sieoo date pe’ soli loro determi- 
nanti , senza esser descritte , ed avvenga , che per due di- 
verse posizioni della retta arbitraria MX, si conoscano le po- 
sizioni delle tangenti ne’ punti corrispondenti, ov’essa seghe- 
rebbe le due curve , ( il che per altro può sempre facilmen- 
te ottenersi , come si vedrà più appresso nel capitolo IV. ), 
li avrebbero cosi due diversi punti D della locale TE , la 
quale rimarrebbe per tal modo assegnata. Or dovendo siffatta 
locale passar pe’punli comuni alle curve, quando queste s’in- 
terseghino , si può arguire di quale importanza possa , nelle 


* Veg. il n. Xll. della nota citata. 
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costrnzioni de’ problemi, riascirc la proprietà , ebe abbiamo 
esposta. 

396. Coa. 2. Poiché la locale , di cui si tratta , lia la prò- • 

priclà di passare pe’ punti comuni alle due curve , è chiaro 
ebe se queste non s’ intersegano , neppur la locale potrà in- 
contrarne alcuna . Che , s’ è possibile , la locale TE , nella 
ipotesi attuale seghi una delle due curve, che hanno 

di comune il solo punto di contatto M ; allora facendo pas- 
sare la retta arbitraria Mx per uno de' punii di .sezione , co- 
me p' , ed essendo p il punto ov’ essa taglia l’altra curva , 
dovrebbero le tangenti io p,p' concorrere sulla segante TE , 
nel punto p' ; il che è assurdo . 

397. Cor. 3. Che se le sezioni coniche proposte , oltre a 
toccarsi nel punto M [ flg. 30. ] , si tocchino ancora in ua 
altro punto N , ove perciò si saranno raccolte le due inter- 
sezioni N , S ; è chiaro , che la locale TE sarà in questo 
caso la stessa tangente nel punto N . Quindi se invece di M 
si prendesse N per punto d’ inflessione delle rette arbitrarie , 
la locale sarebbe allora la tangente MT nell' altro contatto 
M . Laonde : 

Se due sezioni coniche si toccano in due punii , e daW un 
de contatti si tiri una retta arbitraria , che le seghi entrambe ; 
le tangenti ne’ punti di sezione concorreranno sulla tangente 
comune delle due curve nelV altro contatto. 

398. Cor. 4. Inflaite sezioni coniche possono descriversi, 
che passino per due punti dati , e tocchino una data retta in 
un punto dato; il che si vedrà nel capitolo IV. Segue da ciò, 
che infinite sezioni coniche possono farsi passare per gli stes- 
si due punti , c che si tocchino poi tutte in un terzo punto. 
Supponendo dunque così descritte quante si vogliano sezioni 
coniche , passanti [llg-28.'] pe’ punti N, S, c toccanti la mr 
nel punto M ; la locale TE sarà comune per tutte . Da ciò 
risulta la seguente rimarchevole proposizione . 

Se quante si vogliano sezioni coniche passino tutte per gli 
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■tnciata è manifesta ; giacché, se if ramo AS dell' una mira 
nell’ altra pel punto S , convion che ne sorta per M, or’ è il 
lero contatte , non potendo incontrarla iu alcun altro punto. 

E se le curve hanno entrambe rami ìnGniti preso 

sopra r una , per esempio su BS , un punto s , quanto si to- 
glia vicino ad S, e tirata nella medesima la corda sn paral- 
lela ad SM , la sezione conica descritta pc’tre pnnti s,M,n, 
simile , e similmente posta ad AMA', sarà (380 , 382) tan- 
gente di questa nel punto M , c quindi non potrà segarla in 
altro punto (364). Segue da ciò, che i due punti s , n saran- 
no entrambi esteriori, o entrambi interiori alla curva .\aAIA'. 
Supponendoli adunque interiori , come nella figura , il ra- 
mo MA' sarà necessariamente, da un lato del contatto, este- 
riore al ramo MnB' , meutre dall’ altra parte il ramo MaS , 
continuazione del primo, è , per l’ opposto, intcriore ad MiS, 
continuazione dell’ altro. 

Adunque nel punto M vi ha contatto , ed intersezione ad 
un tempo : nè questa contraddizione apparente dee sorpren- 
dere , dacché nel contatto M , cb’ è una duplice intersezio- 
ne , è venuta a riunirsene una terza N ; ma di questa circo- 
stanza se ne vedrà la ragione intrinseca nel capitolo seguente. 

401. CoB. 7. Finalmente se la retta data di posizione TF sia 
parallela alla tangente tur nel punto M della proposta curva 
Wll [ fig. 34. ] , -allora avverrà che le .sezioni coniche de- 
terminate , come nel corollario 5. , avranno tutte iu coinii- 
ne (384.) la direzione del diametro MM' , corrispondente al 
punto di contatto M ; cd é questa la condiziono , pcrcliò 
quella localo possa esser parallela alla tangente comune nel 
contatto M . tn ogni altro caso le sarà inclinata, c dovrà per- 
ciò incontrarla ih un punto. 

Quindi é chiaro che la medesima condizione avrà lungo 
se la data retta T£. coincidesse colla tangente mr nel dato 
punto M ; nel qual punto debbono allora considerarsi rac- 
colte tutte le quattro intersezioni tra le curve . 



] 7 1 delle intersezioni 

402. Scol. II teorema che precede è ioteressante sotto 
molti rapporti: noi ci siamo limitali a dedurne quelle conse- 
guenze , di cui avremo bisogno in seguito ; ma da esso di- 
scendono altre importanti proposizioni, delle quali accenne- 
remo la seguente , alla cui dimostrazione potranno i giova- 
ni utilmente impegnarsi . 

Se due sezioni coniche lflg-36.'} si toccano in un punto M, 
« da un punto qualunque A della tangente comune mr in que- 
sto punto si tirino alle due curve te tangenti AB , AC ; la 
congiungcnte i punti di contatto B , C passerà umpre per uno 
stesso punto D. 

403. ScoL. Si è dimostrato , che dne sezioni coniche non 
possono inlersegarsi in più di quattro punti (359.) ; ma or 
soggiugniamò , che le intersezioni tra due curve di tal falla 
(quando non istabiliscasi particolare ipotesi su’ loro determi- 
nanti , ma che suppongasi aver le due curve una posizione 
qualunque) sono generalmente io numero pari. Ciò è evidente 
allorché le curve sicoo chiose entrambe , vai quando dire o 
due ellissi, o un ellisse ed un cerchio; e Io è del pari ove una 
solamente sia chiusa. Imperciocché qualunque sia la curva che 
entri con un suo ramo , per un punto in una curva chiusa , 
dovrà sortirne per un altro punto ; e se torna ad entrarvi , 
dovrà sortirne una seconda volta; sicché sempre sarà pari il 
numero delle loro intersezioni. Ma questa verità non è piu si 
manifesta quando le due curve abbiano entrambe rami inQ- 
nili. Or per chiarire questa asserzione , e mostrare nel tem- 
po stesso quali condizioni debbano aver luogo, affinchè due 
sezioni coniche possano inlersegarsi in uno, o tre punti (* cir- 
costanza essenzialissima per poter riconoscere il numero delle 
soluzioni effettive , che ne’ varii casi può avere un problema 
solido J , recheremo le seguenti proposizioni. 
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PROPOSIZIONE XXII. 

TCOHBlftA. 

4o4> Se (lue parabole, che abbiano gli assi paral- 
leli, s’ intersegblno in un punto , dovranno necessa- 
riamente intersegarsi anche in un altro punto. 

Dia. Se le (»ncxiTllà' delle parabole sieno rivolte in sen- 
to opposto , cioè a dire, che i loro rami infiniti progredisca- 
no a parli contrarie , la proposizione non ha bisogno di es- 
ser dimostrala . Poiché, se il ramo di una parabola è entrato 
nell’ altra, convien che ne sorta ; ed è forza perciò, che l’in- 
terseghi un’ altra volta . 

Ma se i loro rami infiniti progrediscano per uno stesso 
verso [ flg. S7. ] , la verità enunciala non è pììi cos't visibi- 
le. Intanto in tal caso le due parabole, ammettendo , com’ è 
chiaro , una tangente comune , sieno E , F i due punti di 
contatto ; sia inoltre R il punto ov’ esse intersegansi per i- 
potesi e condotto per esso il diametro comune R< , Sta T 
il ponto , ove questo taglia la tangente EF. Posto ciò si rin- 
venga sulla stessa EF il punto Z , quarto armonico in ordine 
a’ tre punti E,T,F , alterno a T ; tirando da Z una retta pa- 
rallela a’ diametri delle parabole, questa retta dovrà necessa- 
riamente incontrarle entrambe . Ma risulta dal §. 393 , che 
V incontro con ciascuna delle due parabole debba avvenire 
in uno stesso punto M di questa retta . Dunque le due cur- 
ve , oltre a tagliarsi in R , debbono tagliarsi ancora in un 
altro punto. 

405. Cor. 1. Polendo raccogliersi in una le due interse- 
zioni , le due parabole diverranno allora tangenti ; e perciò 

Dite parabole aventi i diametri paralleli possono toccarsi in 
un punto , senza potersi altrove intersegaiv. 

AO6.C0B.2.SÌ è detto di neeessità questo secondo incontro. 
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perche il punto Z essendo sempre possibile , esistei^ sem- 
pre la retta ZM , su cui si tagliano di nuovo le due parabo- 
le . Ma v' ha un solo , ed unico caso nel quale il punto Z 
diviene inassegnabile, ed è quando il punto T cada nel me^- 
zo di £F * ; allora sarà pure ioassegnabile la retta ZM , e 
perciò le parabole , non avranno, come prima, l’altro punto 
d’ incontro M . Or s’ indichino con E , F i parametri , che 
nelle due parabole appartengono a’ diametri pe’ contatti E , 

F ; Sara TE’ = TR X E, e TF’ = TR xF ; e quindi , essen- 
do TE = EF , no risulterà E = F : vale a dire, quando TR 
biseca EF , i parametri pe’ diametri ne’ punti E , F saranno 
uguali . Ma son pure uguali gli angoli , che i diametri stessi 
comprendono colle loro ordinate . Dunque le due parabole 
saranno (324) uguali. Segue da ciò , che : 

Due parabole aventi i diametri paralleli , ed i rami diretti 
da una stessa parte , s’ interseg/uranno in un solo , ed unico 
punto , se sieno uguali. 

407. Con. 3. E due parabole così condizionate non potran- 
no affatto divenir V una tangente dell’ altra , essendo unica 
F intersezione , che aver possono tra loro . 

PROPOSIZIONE XXIU' 

TEOBEMS. 

408 .Se due parabole s’ inlersegano in tre punii j 
dovranno necessariamente iótersegarsi anche in un 
t£uarto punto. 

Dm. Le due parabole ARB, oRA [ fìg-3T- ] s’ interseghi- 
no ne’ tre punti M , R , N , e nou abbiano , s’ è possibile , 
altro »puulo comune . Sieno per tanto M , N le_intersezioni 

• ^ 
r 

* Ycg. ilo. IG. GcUauòtaal§. 82. 
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eslfetne, cioè quelle oltre le quali i rami progrediscono sen- 
•a più incontrarsi. Ciò posto è chiaro, che ciascuna della pa- 
rabole abbia un ramo infinito nell’ interno dell’ altra ; vale 
a dire il ramo MA della parabola AMRB da M verso A pro- 
gredirà all’ infinito neH’ interno della parabola oRi ; e cosi 
il ramo di quest’ ultima progredirà all’ infinito nell’ in- 
terno della prima . E poiché le due parabole s’ inlcrscgano 
in tre punti , _i loro diametri non potranno (332, 3G3. ) cssor 
paralleli; c potrà perciò condursi ad una di csSe, come ARO, 
la tangente PQ parallela a’ diametri dell’ altra. Or sulla stessa 
parabola ARR prendasi ovunque, a partir dal punto C , sul 
ramo CA , che entra , e progredisce all' infinito nell' interno 
dell’ altra , un punto D , e vi si applichi la tangente ; questa 
tangente , incontrando necessariamente 1' altra tangente PQ, 
(perchè una parabola non può aver due langcnll parallele^ , 
incontrerà in conseguenza anche i diametri dell’ altra aRò ; 
e però 1’ è forza che la seghi in due punti , come d, d'; de- 
terminandovi un segmento d R Nd' , chiuso dalla corda dd'. 
Ora il ramo CA , che entra pel punto M in questo segmen- 
to, e progredisce all’ infinito, dovendo sortirne, e non poten- 
do attraversare la corda dd' , che 1’ è tangente , deve neces- 
sariamente incontrare un’ altra volta la parabola nRi tra il 
punto d’, 0 l' altra intersezione estrema N. Laonde , ee. 

409. Cor. 1. Idenlicamente può dimostrarsi , che se doe 
parabole , i cui diametri son tra loro inclinati , si taglino in 
nn punto , debbono necessariamente segarsi , al meno, in nn 
altro punto ; e non potendo supporsi, che queste altre inter- 
sezioni sicno due soltanto, perchè allora se ne avrebbero tre 
in tutto , ed , in virtù della proposizione , vi esisterebbe la 
quarta, così : 

Se due parabole si tagliano in un punto , debbono necctta ^ , 
riamente segarsi altrove , o in uno, 0 in Ire altri punii. 

410. Cor. 2. Quindi può in generale conchiudersi : 

Che le intersezioni tra due parabole sono sempre in nume- 
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ro pari’, nè Vba altra eccezione, cbe quella segnala al ^.406, 
cioè di dne parabole uguali aventi i diametri paralleli , ed 
i rami diretti da una stessa parte. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TBOaEMA. 

4i I .Se una parabola intersega un’ iperbole in tre 
punti , deve, in generale, intersegarla ancora in un 
quarto punto. 

Dim. La parabola ARB [/?g.3S,39. J , e l’iperbole ERET' 
si taglino ne’tre punti M,R,N ; e suppongasi che altrove non 
s’ inlerseghino : sieno M , N le intersezioni estreme ; sarà 
chiaro, cbe uno de’ rami iperbolici debba progredire all' infi- 
nito nell’ interno della parallela : sia ME questo ramo, e Ge 
l’assinlolo, che lo accompagna. E poiché la parabola sega l’i- 
perbole in M, dovrà benanche segar l’ assìntoto in un pimto m. 
Or quando qnesto assinloto non sia parallelo a’ diametri della 
parabola , dovrà necessariamente incontrarla ancora un’ altra 
volta; c però l' iperbole, che segue il corso dell’ assintolo, e- 
gualmente un' altra volta incontrerà la parabola ; ond’ è che 
in tal caso esisterà necessariamente la quarta intersezione • 

Se poi r assintolo Ce [ fig.40.'] sia parallelo a’ diametri 
della parabola, non potrà altrove incontrarla, ed allora nep- 
pur r iperbole s’ incontrerà piè colla parabola ; e perciò in 
questo caso particolare rim arranco tra le due curve le sole 
tre intersezioni M, R, N. 

412. C 0 R.I. Al modo stesso si riconoscerà, che se la pa- 
rabola taglia r iperbole in un punto , c i diametri di quella 
non sieno paralleli ad alcuno degli assintoli di questa, debba 
nccesariamcnlc esistervi tra le due curve , al meno , un' altra 
intersezione ; e quindi si concbiuderà come al § 409, che un’ 


Digilized by Googic 


delle curve coniche i-j’j 

iperbole , ed una parabola, cosi condizionate , debbono ta- 
gliarsi o in due, o in quattro punti t»*: può avvenire che si 
taglino in uno , o tre punti , se non nel caso che i diametri 
della parabola fossero paralleli all'un degli assìntoti. Dunque; 

Una parabola , ed un iperbole possono , in generale , in- 
tersegarsi o in due, o in quattro punti ; e si taglieranno in uiu> 
0 tre punti solamente, nel caso particolare , che i diametri del- 
la parabola sieno paralleli alF un degli assintoti dell’ iperbole. 

413. Con. 2. Quindi : 

Se una parabola toccando un iperbole V inlerseghi in un 
punto ; dovrà , in generale , tagliarla ancora in un altro pun- 
to ; ed, in particolare , non avrà luogo quest' ultimo incon- 
tro , se un degli assintoti dell iperbole segua la direzione de’ 
diametri della parabola, 

414. ScoL. Sostituendo alla parabola , ed a' suoi diametri 
un'altra iperbole co' suoi assintoti, e seguendo gli stessi prin- 
cìpii, si dedurranno le medesime conseguenze relativamente 
alle intersezioni tra queste due curve , cioè a dire , che : 

I. Se un’ iperbole è intersegata da un altra iperbole ,* i pun- 
ti d’ incontro tra le due curve saranno in generale , o due , o 
quattro : e si ridurranno ad un solo , o a tre nel caso parti- 
colare , che un assinioto delV una iperbole sia parallelo ad un 
assinloto dell altra. 

II. £ se un iperbole , toccando un altra iperbole in un 
punto , la taglia eziandio in altro punto ; deve , in genera- 
le , intersegarla ancora in un secondo punto. 

41 5. Che se le due diverse iperboli abbiano gli assintoti 
tra loro paralleli , rientreranno nella classe delle curve si- 
mili , e similmente poste , le quali non possono incontrarsi 
in più di due ponti (3G3.) ; e sara chiaro , in questo caso , 
che, esistendo un’ intersezione , debba necessariamente aver 

' luogo anche 1’ altra . 

- • ■ 23 
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CAPITOLO III. 

Delik oschiìeìom tra le certe coniche , 

X QCIHDX DEltA CERTATCRA Ne’ DIVERSI PENTI DI »«B. 

.. ■ ' 

INTHODUZIONE. 

416. La dotlrina delle oscu/asionì delle curve coniche noa 
fu considerata dagli antichi geometri , per quanto apparisce 
da’ Conici d’ Apollonio , ne’ quali sol qualche traccia se ne 
vede nel libro V. Nò tampoco di questo argomento occupa- 
ronsi coloro tra’ moderni , che su di esse composero ampii 
trattati, o attesero ad investigarne nuove proprietà , tal che 
il Midorgio , il P. Gregorio da S. Vincenzo , il de la Hirc , 
r Ugenio , ed aìlri . E se questi noi fecero , mólto meno po- 
teva sperarsi, che se ne occupassero coloro, che di esse Cur- 
ve trattarono con l’ analisi moderila : poiché noa volta, che 
questi rivolgevansi a’ nuovi metodi , trovavano largo com- 
penso a speculare sulle osculazioni nell’ Analisi dcgl'infioiti. 

Ma la Geometria aveva ben dritto di richiamarsene , qua- 
si che essa non bastasse a deciferar la natura , e la specia- 
lità di questi contatti detti otculazioni , in curve per lo qua- 
li aveva sì mirabilmente dischiuse le proprietà , e che costi- 
tuivano la Principal parte de’ metodi , eh’ essa possiede per 
la risoluzione de’ problemi . Ed ò però , che applicalovisi 
a tutto potere 1’ egregio geometra Roberto Simson , ne ot- 
tenne risultamenti assai apprezzabili , vantandosi non poco 
di esservi pervenuto senza affatto ricorrere a quantità evane- 
scenti; al qual proposito egli stabiliva come un canone, che: 
Evanetccnles quanhlalcs , ubi nulla ex rei natura cogli neces- 
silas , adhibendae non (tini . £ poco dopo passava a tacciar 
Giacomo Milnio , perchè di quelle crasi prevaluto in pro- 
posilionibut de circulis eandem cum sectionibus canieii cur- 
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vatwram habenlihtt , quae tamen magis geometrica vtlcrum 
more demonstrari possunt. 

Ma le ricerche del Simson nè sembravano bastanti a com- 
pletare questo argomento , nb erano tuli da potersi elemen- 
tarmente presentare a’ giovani , ebe s’ introducono alla Geo- 
metria sublime, per le vie segnatevi dagli antichi ; e però il 
Pergola limitossi, nella se^nda edizione delle sue Sezioni 
coniche geometriche , ad un sol teorema , per assegnare il 
raggio d" osetdo , 0 di curvatura in ciascun punto di una cur- 
va conica ; e poi nell’ altro trattato analitico sulle medesime 
altri teoremi speciali ne diede su questo argomento , rile- 
vandoli con la semplice e pura analisi Cartesiana. 

Intanto questa volta , che ci abbiamo proposto di ridur- 
re la presente opera sulle curve coniche ad un segno da non 
lasciar cosa alcuna a desiderare per l’ indipendenza geome- 
trica , impegnatosi in questo difficile» ed arduo sentiero il 
nostro Nicola Tmdi , sembraci esservi riescilo, per tal mo- 
do , che non solo possa il. presente capitolo dello osculalo- 
. «i stare a fronte di qualunque trattazione possa farsene con 
la moderna Analisi sublime ; ma ancora superarla . Di che 
frcciamo giudici i geometri , e coloro tra gli analisti , che 
si porranno a dimostrare con metodi algebrici gli stessi teo- 
remi da noi geomelricamenlc j e eòa tanta (acillh , ed evi- 
denza sviluppali . 
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NOZIONI PRELIMINARI . 

4 1 7. Si è fatto osservare io più luoghi del presente tratta- 
to , che una retta da segante di una seùonc conica ne divien 
tangente , quando col variar di sito con una certa legge (cò- 
me di circolare intorno ad un punto (isso , mantenersi pa- 
rallela ad una medesima direzione , ee. ec. ) avvenga, che le 
due intersezioni si raccolgano in una . Or poiché la retta non 
può intersegar queste curve in più di due punti (34. ) , non 
vi era però luogo a supporre , che in quel punto di Contatto 
potesse per avventura riunirsi alcun altra intersezione . 

418. Ma se una sezione conica venisse intersegata da un’al- 
tra sezione conica assoggettala ad una certa variabilità , è 
chiaro , che possa ben avvenire , come si è già fallo altrove 
osservare (400 , 401.) , che si raccolgano in un punto non 
solamente due , ma anche tre , e fino a quattro intersezioni . 

4 19. Or quando due sole intersezioni riunisconsi in un pun- 
to , le due sezioni coniche divengono semplicemente tangenti 
1 una dell altra nel punto stesso; il qnal contatto, per dislin- 
gnerlo dagli altri, di cui or ora parleremo, suol dirsi di ^‘^orrfine 

420. Che se le due curve , ravvicinandosi di più , avven- 
ga , che alle due intersezioni , già raccolte in una , se ne 
aggiunga la terza , il contatto si fa allora più intimo , e di- 
ccsi di 2 ordine . Finalmente , se le curve maggiormente ac- 
costandosi accada , che alle tre intersezioni si riunisca an- 
che la quarta, il contatto, reso anche più intrinseco del pre- 
cedente , dicesi di ordine. 

421. Quindi c chiaro , che se due sezioni coniche abbia- 
no un contatto di i° ordine , possano ancora intersegarsi in 

ue a tri punti , o anche avere un secondo contatto sempli- 
ce , ossia di r ordine (3 19 , 321 .). 

^ Se poi esse abbiano un contatto di 2° ordine , dovranno 

genera c intersegarsi jp altro punto ; c finalmente se 
1 conialLO sia del 3" oril.nc , le due curve non potranno 
a.laUo altrove intersecarsi. 
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422. Inoltre è manifesto, die tra due sezioni coniche simili, 
e similmente poste non possa aver luogo , che il solo contatto 
di foratine (263), cioè esser tra loro semplicemente tangenti. 

423. Segue dalle precedenti considerazioni, che una sezio- 
ne conica non possa aver con un' altra un contatto di ordine 
superiore al terzo : ma ove si considerino delle curve , che 
possano iutersegarsi in maggior numero di punti , s’ intende 
che possano aver luogo tra esse de* contatti anche di ordine 
più elevalo. 

4a4* Def* I* Una curva , che sia In contatto con 
un’altra, suol dirsi più particolarmente osculatrice 
di quella j ed osculatrice del i del del 3°, del 
ordine, cc. secondochè il contatto sia del i°, del 
n", deli’, del l\ ordine, cc. Ma di ordinario l’oscu- 
lalrlce di t diccsi semplicemente /an^e/ife. 

Quando nel contatto raccolgansi tuli' i punti ne'quali Tuna 
curva può intersegar j'altra, 1’ osculazione si dice completa. 
£ perù il contatto di 3° ordine tra le curve coniche è oscula- 
zione completa (423.) . 

225. La curvatura di una sezione conica, come di ogni altra 
curva , varia in generale per ciascun punto del suo perirne* 
tro: ma è chiaro che due curve, che si toccano, abbiano tan- 
to più uniformi le loro curvature nel luogo del contatto, per 
quanto più sono vicine . Poiché dunque questa maggiore , 
o minor vicinanza c misurata da’ contatti di diverso ordine , 
che possono aver luogo tra due curve (420.), c ciò sarà an- 
cora meglio dimostrato più innanzi ; quindi è, che da tali con- 
tatti traggonsi i principi! per le ricerche intorno alle curvature. 

426. Or quando trattisi della determinazione della cur- 
vatura di una curva io un punto del suo perìmetro , il mez- 
zo , che a prima vista si presenta , è di porla a confronta 
colla curvatura del cerchio , unica curva , che abbia da per 
tutto identica, ed uniforme curvatura ; c che pei-ciò si reputa 
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coDosciula , conoscendone il raggio . Adunque 'questo pro- 
blema sarà risoluto determinando il ccrcbio , cbe sia il piìi 
Ticino di tutti alla curra nel punto dato ; chè in tal guisa la 
curvatura della curva nel punto in quistiooe sarà la stessa 
di quella del cerchio . 

4 ^ 7 . DEF.ii.Quel cerchia, che toccando ana cur- 
va abbia nel luogo del contatto la stessa di lei cur- 
vatura, vien detto con ispecialità cerchio osculato- 
re- di essa in quel punto j ed il suo raggio dicesi 
ra^^gio di osculo , ovvero di curvatura, 

Dei, contatto di 2° obdine tua le sezioni comcbe. 

A28. Intanto a rendere vìèppiu sensibile come abbian luogo 
le molliplici riunioni d'intersezioni, di cui si è discorso, ba- 
sta ricordare il teorema , che risulta dal §. 382 , cioè che : 

Se una sezione conica qualunque AMA' sia toc- 

cata in un punto M , da quante altre si vogliano sezioni co- 
niche Ira loro simili , c similmente poste ; le varie corde NSi 
comuni a ciascuna di queste , cd alla prima , opposte alla 
tangente mr in M , saranno tulle tra loro parallele . 

Or la ipotesi 'di questo teorema equivale a.supporre , che 
una sezione conica fissa AMA' sia continuamente intersega- 
ta in due punti N , S da un’ altra sezione conica MBNS, la 
quale varii di grandezza in modo , che manleneudosi costan- 
temente simile , e similmente posta a se stessa, rimanga nel 
medesimo tempo sempte tangeole della prima nel punto M , 
o, eh’ è lo stesso, della sua tangente mr in M . Così essendo 
avverr'a, che la corda NS , comune alla sezione conics fissa, 
ed alla variabile , quantunque varii aneli’ essa di sito eoa 
quest’ ultima , pur tuttavia conserverà, sempre la stessa di- 
lezione. Debhonsi però distinguere due casi : 1* : se la di- 
rezione di NS faccia un angolo colla tangente »i r nel punto 
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M; 2* se le sia parallela. Ma per ora non considereremo , 
che il primo di questi due casi . 

429. E poiché la seaione conica Tariabile MBNS può 
prendere , con le condizioni prescritte , infinite posizioni , 
è ben chiaro , che possa 1’ una , o l’ altra delle due interse- 
zioni N , S farsi accostare quanto si Toglia al punto di con- 
tatto M, fino a coincider con esso ; ed è così , che in questo 
punto si arrebbero allora tre intersezioni riunite in una , 
mentre alle due , che gié costituiscono il contatto semplice, 
se ne aggiugnerebbe una terza.Ma è chiaro inoltre come pos- 
sa fiicilissimamente ottenersi un tale intento ; bastando per 
ciò condurre nella sezione conica fissa AMA', dal punto M 
\flg.4if e 42.'] , la corda MS parallela ad NS, e poi descri- 
vere la sezione conica simile , e similmente posta ad 
MBNS , che passando pe’ punti S, M tocchi nel secondo di 
essi la sezione conica aMa'. Per tal guisa nel ponto M, con- 
siderato relativamente alle due sezioni coniche aMa', bW>' , 
si saranno raccolte tre intersezioni . 

430. Or quantunque questa triplice riunione d’intersezio- 
ni nel punto M, risulti ad eviilenza dalle considerazioni, che 
precedono , pur tuttavìa essa può dimostrarsi in modo asso- 
luto , e da escludere ogni dubbio . Ed in primo luogo , ové 
ciò sia vero ; poiché le due sezioni coniche , in virtù della 
costruzione , s’ intersegano ancora nel punto S , avrebbero 
già il massimo numero di punti, che due curve di tal natura 
possono aver di comune (337.) ; e quindi dovrebbe potersi 
provare, eh’ esse non possano affatto incontrarsi in verun al- 
tro punto. Ed è così realmente : che se potessero tagliarsi in 
un altro punto D [fig.43.], sarebbe, pel teorema enunciato, 
SD parallela ad SN , e quindi ad SM ; il che è impossìbile . 

431 .Ma , in secondo luogo, v’ ha un altro segno , ben più 
caratteristico, che poi comprova positivamente il raccogli- 
mento delle tre intersezioni nel punto Mj ed è {fig-4 ! , e 42] 
che /c due curve aMa\bSfb' , non solo si toccano nel punto 
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M y ma ivi nel tempo stesso s' inlersegano , cosichè mentre si 
conserva in quel punto la qualità del contatto, nascente dal- 
la riunione di due intersezioni , vi rimane ancora,Ia traccia 
della terza, clic vi è sopraggiunta. In fatti suppongasi, che da 
un Iato del punto Iti il ratiio della curva si trovi tra 
il ramo o'M dell altra curva o'Ma , e la loro tangente co- 
mune tur ; £C queste curve si toccassero scmplicemenle, co- 
me all ordinario ,, le continuazioni de' detti rami di curva 
Alé , ]\1« dall' altro lato del punto M , dovrebbero , fino ad 
un certo limite almeno, serbare la stessa vicendevole posizio- 
ne rispetto alla langciitc mr, cioè a dire dovrebbe {flg-43.1 
il ramo di curva trovarsi tra il ramo di curva Ma , e la 
tangente mr. Or dovendo , per costruzione, la sezione conU 
ea O'ìtM) passare pel punto S, di' 6 sulla curva o'Ma ; perchè 
possa il ramo di curva M& raggiugnere il punto S, dovrìi ne- 
cessariamente tagliarsi colla curva a'Ma in un qualche pun- 
to 1). liaondc le due curve avrebbero un altro punto comu- 
ne ; il clic qui innanzi si c dimostrato impo.ssibile (430.). 
Adunque se il ramo di curva 4'M, sta , come si è supposto, 
tra la tangente mr, c '1 ramo di curva a'M, nelle loro conti- 
nuazioni al di là del punto M, essi scambieranno posizione, e 
dovrà il ramo di curva Mi [' e 4a. ) lasciarsi da uno 

stesso luto la tangente mr , e ’l ramo di curva Ma. E , vice- 
versa , se il ramo di curva i'M avesse invece quest’ ultima 
posizione , la sua continuazione M4 si trovereblre peri' op- 
posto tra Ma , e la tangente mr. Cosi essendo , le due curve 
neccssaiiamente si tagliano nel punto M, ove , per costruzio- 
ne , si toccano al tempo stesso . 

43*2. Poiché tre intersezioni raccolte in una costituisco- 
no il contatto , che si è definito del J2° ordine , si ha che : 

* Quando le curve , o una di esse soltanto si supponesse chiusa , la 
verità or dimostrata sarebbe ben più evidente : ma era d' uopo renderò 
la dimostrazione applicabile ad ogni caso . 
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Se due sezioni coniche abbiano in un punto un contatto di 
5* ordine , in questo punto si toccheranno , e s tnterseghe- 
ranno contemporaneamente. 

433. E , TÌccYersa : 

Se due sezioni coniche si toccano, e si tagliano ad un tem- 
po in un medesimo punto , avrà ivi luogo tra esse un contatto 
di Z" ordine . 

434. Segue ancora da queste proprietà , che : 

Se tra due sezioni coniche vi sia contatto di 2° ordine , le 
loro concavità nel luogo del contatto saranno rivolte dalla 
stessa parte. 

Imperocché se ivi si opponessero le convessith, sarebbero 
tramezzate dalla lortrtaugenlc comune, e non potrebbero piit 
intersegarsi . 

PROPOSIZIONE XXV. 

PBOBIEIIA. 

435. Data una sezione conica , condurle un’ o> 
sculatrice di 2° ordine in un punto dato . 

Sol. Sia M \fig.41 ,42.'\ il punto dato sulla sezione «Ma': 
e presi so questa due punti ad arbitrio N,S, tali che la corda 
NS non sia parallela alla tangente mr nel dato punto M, si de- 
scriva una sezione conica qualunque MBNS , che , passando 
pe' tre punti M, N, S, tocchi la data sezione conica , ossìa 
la sua tangente mr in M * ; indi tirata in quest’ ultima curva 
da M la corda MS parallela ad NS , si descriva la sezione 
conica btdb' simile , e similmente posta ad aMa' , che , pas- 
sando pe’ punti M, S , tocchi anch’ essa in M la mr . Sarà , 
com’è chiaro da ciò che precede, un’osculatrice di 2'or~ 
dine della curva proposta nel punto M. 

* Come ciò si esegua , si vedrà nei capo seguente. 

24 


Digitizec^by Google 


delle osculazioni 


iB6 

436. CoB. Dunque non una, ma inrinilc sezioni coniclie, o- 
sculalrici di 2" onìitie, possono condursi in un punto dato di 
tin'alira sezione conica ; ond’ è che questo problema è in- 
determinato: ed e chiaro, che rindtlerniinazione sia per due 
gradi ; cioè a dire, che 1" osculatrice, dato il punto di contat- 
to, può assoggettarsi a soddisfare a due altre condizioni, co- 
me ad esser simile , e similmente posta ad un’ altra sezione 
conica; a passare per due punii , o a passar per un punto , e 
toccare una letta; co., te. Quindi, io particolare, rimarrà de- 
tei minato il problema , ove si esiga , che l'osculatrice sia 
un ecrihìo , che sarà allora il cerchio osculatore . Ma , at- 
teso r importanza, di questo caso, ce ne occuperemo tra po- 
co separatamente. 

437. Intanto importa osservare , che qualunque sia la se- 
zione conica osculatrice di 2° ordine di un’altra, oltre al con- 
tatto M, eli è una triplice intersezione, deve in generale, esi- 
stervi la quarta S , come esiste in generale * la corda MS , 
che serve di elemento alla sua descrizione . In fatti , poiché 
in questo contatto vi ha pure intersezione , risultava be- 
■lancliu da’ §§.4 13 , e 4 14, che le due curve dovessero inler- 
.segarsi in un altro punto. 

438. Da corda MS , comune alle stesse curve , dovendo 
in conseguenza di ciò che precede riguardarsi come opposta 
alla tangente »»■ in M , sarà dolala della proprietà del teore- 
nia del §.3‘.H ; cioè a dire [ pij 31 , che tirando dal con- 

tano M una retta arbilratia MX, che le tagli ne’ punti P, P', 
il luogo del punto D, concorso delle tangenti in questi punti, 
sarà la corda comune )1 S Imperocché , avendo la detta lo- 

* Diciamo m gentrale, perché è maniresto che potrebbero aver luogo 
le <!iic tciczioni segnalale a' §§.411, c 414 ; ma , ov' esse si verificlii- 
l'o, i ragionamenti , clic seguono, anzicliè rimanere alterali, divengono 
più cviilunti ; poiclic in que'casi la curda comune passante pel contat- 
ii> S.H 4 sempre una parallela ad un. assinlolo di un' iperbole , talcbò 
l'allra intersezi ne può riguardarsi come avvenire a distanza inGoita . 
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cale la proprietà (39G.) di passare pe' punti d’incoolro delle 
due curve , passerà tanto por S che per M , non polendo le 
curve altrove intersegarsi. Adunque : 

Se una sezione eonica sia osculatrice del 2‘ ordine di un’ al- 
tra , e si tiri pel contatto una retta arbitraria , che le seghi 
entrambe ; il luogo del concorso delle tangenti nc due punti 
di sezione sarà la loro corda comune passante pel contatto. 

439. E viceversa : 

^Se in due sezioni coniche , che si toccano in un punto , ti- 
rata ad arbitrio per esso una retta che le seghi entrambe , av- 
venga che le tangenti nel due punti di sezione concorrano so- 
pra una retta passante pel contatto ( diversa però dalla tau- 
gente ) ; (juesto contatto sarà di J2° ordine . 

si era già altrimenti dimostrato (4 00 ), che lo due curve, 
in tal circostanza, si toccano, c si tagliano al tempo sle.sso. 

440. Nella precedente costruzione per 1' osculatrice del ‘2* 
ordine , si è richiesto che la corda NS non sia parallcl.a alla 
tangente nel dato punto M ; mentre , ove ciò si vcrindii , 
la costruzione non e più applicabile; poiché nel condersi per 
RI Incorda RIS parallela ad NS, quella corda verrà a coinci- 
dere colla tangente mr ; c quindi nel punto RI si raccoglie* 
là benanche la rimanente intersezione S . Allora dunque il 
contatto non sarà più del 2" ordine , ina diverrà necessaria- 
mente del 3°, come sarà meglio più innanzi sviluppalo. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. 

44 ' 'Se due sezioni coniche sicno tra loro in con- 
tatto di ■ì° ordine , ed una di esse abbia nel mc- 
desìino punto un coniano della stessa natura con 
una terza sezione conica *, il contatto tra questa e 
r altra sarà ugualmente tU a° ordine. 
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Dm. Ij 6 dnc sezioni coniche [ fig. 44. ] AMA', BMB' 
abbiano contatto di T ordine in M : ed una terza sezione 
conica qualunque CMC' abbia pur ivi contatto della stessa 
natura, per esempio colla prima AMA' ; trattasi di prova- 
re, che ancora di 2° ordine sia il contatto tra BMB', CMC' . 
In fatti , se è possibile , queste due ultime curve sieno tra 
loro semplicemente tangenti in M , cioè a dire i loro rami , 
da entrambi i Iati di questo punto , serbino , almeno fino ad 
un certo tratto, com’ è nella figura , la medesima posizione 
a riguardo della tangente in M; allora la locale delle tangen- 
ti dille stesse curve BMB', CMC', ne’ punti ove son tagliate 
dalle rette arbitrarie condotte per M , sarà una certa retta 
TE , che non potrà passar per M (380). 

Intanto sia S 1' altra intersezione (440j tra AMA', BMB'; 
la locale della stessa natura della precedente, per le medesime 
sarà (419.) la loro corda comune MS ; così pure , se sia R 
l’altro incontro tra AMA‘',CMC', sarà MB la corrispondente 
locale. Or sieno D,d i punti in cui queste due locali MS,MR 
sono iiiconti'ule dalla prima TE, spettante a BMB', CMC': ti- 
laitdo per essi a queste curve le tangenti DP,DP', c i/p, dp'-, 
i punti P, P' si troveranno sopra una retta MX passante per 
M , come gli altri p, p' sì troveranno sopra un' altra retta 
M.r passante ugualmetile per M . Or poiché il punto D 6 
su dì MS , locale appartenente alle due curve AMA', BMB', 
tirando alla prima la tangente DP" , il punto P" dovrà tro- 
varsi sulla stessa MX , poiché questa contiene il punto P . 
Quindi, per l' attuai posizione della MX , segante le curve 
AMA' , CMC' in P", P' , sarà D il concorso delle corrispon- 
denti tangcuti . Ma per 1’ altra posizione Mx , segante le 
stesse curve inp , p' , le tangenti rispettive concorrono in d. 
Dunque (395.) la retta Di/ , ossia TE, dovrebbe essere la 
locale per le curve AM.\', CMC'; c però una tal locale sareb- 
Se una volta TE, ed una volta MB ; il che è assurdo. In coo- 
teguenza il contatto tra le due curve BMB' , CMC' è neces- 
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■arlaiDenle di 2* ordine', e le medesime debbono perciò intcr- 
segarsi in M, nel tempo stesso che ivi si toccano. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOKEMA . 

44^ • Se due sezioni coniche sono in contatto di 
a° ordine, non potrà tra esse passarne alcun’ altra , 
che sia semplicemente tangente dell’ una , o del- 
r altra . 

S’ è possibile tra gli archi [ fig-dó. ] MA, MB di due se- 
zioni coniche , che hanno in M contatto di 2° ordine vi pas- 
si una sezione conica MG, che tocchi semplicemente nel pun- 
to stesso una delle prime, per esempio la AM. E poiché que- 
sta ivi contemporaneamente s’ intersega con la BM, quest’ al- 
tima curva dev’ essere necessariamente tagliata in M da CM . 
Quindi tra BM , e CM vi sarà contatto di 2° ordine (433.) ; 
e , per la precedente proposizione , tale sarò pure il contat- 
to tra CM, ed AM, le quali perciò si taglieranno in M.. Dun- 
que non è possibile , che tra gli archi MA, MB possa passa- 
re, com’ crasi supposto, alcun’ altra sezione conica , che ab- 
bia in M contatto di 1° ordine coll’ una , o coll’ altra. 

443. Quindi se due sezioni coniche hanno contatto di 2° 
ordine , ed una terza qualunque sia nel punto stesso sempli- 
cemente tangente dell’ una ; la medesima sarà pure semplice- 
mente tangente dell’ altra. 

444. La proposizione , cbeprcc^e, comprova intanto ad 
evidenza ciò , eh’ crasi cununciato nel §.420 , cioè a dire, 
che una sezione conica osculatrice del 2° ordine di un’ altra 
le sia , nel luogo del contatto , assai più vicina di qualunque 
sezione conica semplicemente tangente; e uc risulta, chele 
curvature delle prime in quel luogo debbano stimarsi ideali- 
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che . In fatti la circostanza di non poter tra osso passare al- 
cun' altra sezione conica semplicemente tangente , mostra^ 
che le cnrvaturc di quelle siensi , per così dire , immedesi- 
mate ; il che maggiormente è comprovalo dal fallo stesso 
dell’ intersezione , che accompagna il contatto. £ realmente 
queste circostanze non potrebbero sBssistcre,se in questo luo- 
'go le curvature delle due curve non fossero uguali ; o , in 
altri termini , senza supporre coincidenti i loro archetti ele- 
mentari. questa coincidenza dee riputarsi contraddittoria 
alla prop. del §. 325 ; giacché ivi trattasi di segmenti di 
grandezza finita , il che è sempre impossibile per due sezio- 
ni coniche disuguali : ma attualmente deve intendersi di seg- 
menti inCnitamenle piccoli , quasiché fossero considerali co- 
me elementi delle curve. 

445. Quindi , in particolare , la curvatura di una sezio- 
ne conica in un punto qualunque , sarà uguale a quella dui 
cerchio, che ha con essa in tal punto contatto di 2° ordine. 

Del contatto di 3* okdine 

TRA LB SEZIONI CONICHE. 

44C. Ritornando al teorema , dal quale nel §.428 abbiamo 
dedotto le nozioni intorno al contatto di 2° o»v4/ie , s’in- 
tenderà, che per portare al 3° ordine il contatto [fig. ■#/] M, 
tra la sezione conica fissa AMA' , e la variabile MBNS , sia 
necessario di determinare questa sezione conica in modo , 
che le due intersezioni N, S coincidano contemporaneamen- 
te nel punto M . Ora , atteso il modo di variazione assegna- 
to (428. ) alla sezione conica MBNS , è ben chiaro , che 
questa contemporanca coincidenza sia impossibile, fino a che 
la tangente mr in M faccia un angolo colla corda variabile 
NS , esigendosi perciò , che queste rette sieno parallele . 
Oiid’ é che in tal caso non é più del lutto arbitraria la se- 
zione conica variabile MBNS a rigaaido della fissa AMA'j 
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ma è necessario (384.) che le medesime abbiano in cornane 
la direzione del diametro , corrispondente al punto M. Così 
essendo , potranno le due intersezioni N , S raccogliersi ad 
un tempo nel punto M , bastando per ciò di fare in modo , 
che la corda variabile NS coincida ( 401 .) colla tangente 
mr . In questo caso però , non presentandosi più all’ occhio 
la corda MS , che ha servito alla descrizione dell’ osculatri- 
ce del 2° ordine , poiché attualmente anche l’ intersezione 
S va pur essa confusa , e ract;cilta nel punto M , è neces- 
sario di ricorrere ad altro mezzo ; il quale è tosto sommini- 
strato dalla proprietà di cui è dotata [ fìg.'34. ] la corda 
NS comune alle due curve , cioè , che se dal contatto M 
tirisi ad arbitrio una retta MX, la quale seghi le due cur- 
ve ne’ punti P , P' ; le tangenti PD , P'D in questi punti 
concorrono appunto su di NS . 

447. Segue da ciò che la sezione conica variabile MBNS 
debb’ essere determinata in modo , che il concorso D di 
queste tangenti abbia luogo [ fig. 35.'] sulla mr , cioè sulla 
tangente comune alle due curve nel punto M . La sezione 
conica determinata in 'tal guisa , e la fissa AMA' avranuo 
allora le loro quattro intersezioni riunite nel punto M , ove 
in conseguenza queste due curve avranno un contatto di 3° 
ordine , 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

FSOBLEMA. 

44B. Data una sezione condurle un’ osculatrice 
di 3* ordine in un punto dato. 

Sol. Sia C flg.46. ] M il punto dato sulla sezione coni- 
ca A'B'M, c condottavi ad arbitrio una corda MP', si appli- 
chi in P' la tangente P'D , che incontri la tangente mr in D, 
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X onde si tiri comunque su di MF la DP. La sezione conica 
ABM, che, toccando le rette DM,DP ne'pnnti M,P, abbia il 
suo centro G sul diametro MM', sarà un’osculatrice di 3° or- 
dine della proposta nel punto M *. Imperocché le due cur- 
ve hanno , in primo luogo , comune, per costruzione, la di- 
rezione del diametro MM', corrispondente al punto M, in cui 
si toccano ; ed è cosi soddisfatta una delle condizioni richie- 
ste (447.) pel contatto del 3° ordine. 

In secondo luogo , la locale del concorso delle tangenti 
ne’ punti P, P', ove le duo curve son segate da una retta ar- 
bitraria MX , passante per M , sarà ( 401. ) parallela alla 
tangente tur : ma , per costruzione , questo concorso , per 
una posizione della M)( , ha luogo sulla stessa tangente ; 
dunque la locale sat'à precisamente la tangente mr ; ond’ è 
che le quattro intersezioni tra le due curve saranno raccolte 
nel punto M , ed ivi perciò avranno contatto di 3° ordine, 

449. Scol. A maggiormente confermare questa quadrupli- 
ce riunione (la quale per altro è ora evidente , attesa la pro- 
prietà, che ha la locale de’ punti D , di passare per le inter- 
sezioni delle curve ), mostreremo ancora, che le due curve 
MAB , MA'B'.non possono assolutamente incontrarsi in ve- 
rna altro punto . Ed io fatti , se altra intersezione potesse 
esservi , queste sarebbero ( 384. ) necessariamente due , e 
star dovrebbero sopra una parallela ad mr : su di essa inol- 
tre concorrer dovrebbero le tangenti in P , P' ; dunque que- 


* Possono facilissimamenle ottenersi i determinanti per la dcscrizio- 
KO di questa scalone conica. In fatti , dovendo essa trovarsi iscritta nel- 
r angolo MDP , sarà MP la corrispondente corda di contatto ; e quin- 
di la retta , clic unisce il punto D col punto V , medio di MP , segnerà 
il suo centro C sul diametro MM' ; adunque presa CA = CM , ne sarà 
MA r intero diametro corrispondente alla direz one di MM'. Inoltre se 
por A si conduca AL , fino a 1)P , parallela a DM , e poi prendasi GB 
parallela alla stessa DM , e media proporzionale tra DM , AL ; sarà 
GB, com' ò chiaro , il semidiametro coniugato aGH. 
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sto concorso avrebbe luogo su due rette diverse ; il ebe & 
assurdo . 

450. Cor. Risulta dal precedentemente detto, ebe : 

Se due sezioni coniche sona in contado di 3° ordine , ti- 
rando pel contatto una retta arbitraria , ohe le stijhi enfram- 
be , le tangenti ne’ punti di sezione concorreranno sempre sul 
la tangente comune. 

Ed c ben chiaro , che sia egualmente vera la conversa di 
questa proposizione. 

,451 .Scoi. 1 -Potendo dal punto D [/ig. 46-2 inclinarsi ad 
MP' infinite rette DP, anche infinite osculatrici di J” ordine 
potranno condursi in uno stesso punto di una data sezione co- 
nica , Laonde questo problema è del pari indeterminato : 
ma è chiaro , che lo sia per un sol grado , cioè a dire , che 
r osculatrice di 3° ordine, dato il punto di contatto, può as- 
soggettarsi a soddisfare ad uu' altra condizione , come a pas- 
sare per un punto ; toccare wia retta. ; esser simile ad un'al- 
tra data sezione conica , ec., cc. 

-, 452. Sia laddove si esiga 1' ultima delle indicale condi- 
zioni , la sezione conica , coi 1’ osculatrice si vuol simile , 
deve necessariamente esser dissimile a quella, con cui dev’es- 
sere in contatto ; mentre dovendo con essa aver comune la 
direzione di un diametro, se le si supponga simile, le diver- 
rebbe anche similmente posta ; c si ò già osservato ( 422.), 
che due sezioni coniche siuiili , e similmente poste non pos- 
sono aver Ira loro, che un semplice contatto. 

453. Inoltre non potrebbe esigersi , io generale , che l’o- 
sculatrice del 3° ordine fosse un cerchio , mentre sarebbe 
allora assoggettata a due condizioni , invece di una • e 1 
problema sarebbe cosi più che determinato . Ravvicinando 
ora questa conseguenza a quella del §. 430 , potrà concblu- 
dersi , che ; il contatto tra le sezioni coniche, ed i loro cerchi 
osculatori ò , in generale, del J2° ordine . Si è detto in gene- 
rale , poiché v’ ha nelle sezi oni coniche , come or ora vedre- 
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ino , qualche punto speciale , in cui il cerchio osculatore ha 
con esse necessariamente un contatto «li 3“ ordini . 

454. Scol.2. a misura che varia la posizione della retta 

arbitraria DP , varierà in conseguenza la posizione 

della DV , che unisce il vertice D dell’ angolo MDP circo- 
scritto all’ osculatrice , col punto medio V della corda di 
contatto MP ; c quindi varierà pure il sito del suo centro C. 
Ora il sito di questo centro, o quello della stessaDV deciderà 
ne’ varii casi del genere dell’osculatrice, cioè se sia ellisse, 
iperbole , o parabola, qualinque sia altronde il genere della 
curva data . In (atti risulta dalla costruzione , cheDV sia 
sempre la soltangente corrispondente al ponto D , e DC la 
distanza tra lo stesso punto D , e’I centro G. 

Oca , ovunque cada il punto C , purché sia nel verso da 
M ad M' ^ cioè nel verso cui è rivolta nei ponto M la conca- 
vità della curva data MA'B' ) , sarà sempre DG maggiore 
della sotlangente DV ; «|uindi in questo casp la sezione co- 
nica osculatrice sarà ellisse, la cqi concavità nel punto M sa- 
rà perciò rivolta egualmente nel verso stesso di quella della 
curva data. 

Se poi il centro G cada in senso opposto [ ftg. 47.'], sa- 
rà invece DV maggiore di DG , relazione , che caratterizza 
r iperbole ; ed il ramo AMD tangente di DM , in M cioè 
quello, che sarà in contatto colla data curva MA'B', terrà nel 
punto M rivolta la concavità sua nello stesso verso di questa. 

Finalmente [pg-48-] laddóve DV risulti parallela ad MM'. 
queste rette non potendo incontrarsi , P osculatrice AMB , 
sarà sFornita di centro , e sarà perciò parabola ; la quale 
dovendo toccare In Pia DP , avrà necessariamente la sua 
concuvit.à in M rivolta come quella della curva data. 

455. Riepilogando ora le conseguenze della precedente 
discussione risulta. 

1”. Che se due sezioni coniche sono in contatto di 3“ ordi- 
ne ; le loro concavità nel punto del contatto saranno sempre 
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rivolle da una mede^a parte , eome pute avviene nel con- 
tatto di ordine. 

ir. Che innumerevoli ellissi , 0 iperboli osculalrici di 3° or- 
dine possono condursi ad una data sezione conica, in un pun- 
to del suo perimetro ; ed una sola parabola. ^ ^ 

456. Ma se la sezioae conica data sta ancor essa nna pa- 
rabola , risulta dal num. 422 , ebe non potrebbe condursele 
alcuna parabola osculatrice dì S" ordine ; poiebù sono simili 
sempre , e similmente poste le parabole , ebe hanno i dia- 
metri paralleli ( 332. ) : e- ciò in fatti potea rilevarsi dalla 
stessa coatrusione , mentre in questa ipotesi il punto P co- 
inciderebbe col punto P', e quindi 1’ osculatrice si eon fon- 
derebbe colla stessa perabola data. Adunque: 

Una parabola non può avere un altra parabola per oscu- 
latrice di 3" ordine - 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOaiVA. 

457. Se due sezioni coniche sono in contatto di 
3 ° ordine , il diametro corrispondente al contatto 
avrà uno stesso parametro, nell’ una , e nell’ altra. 

Dim. Sienq [pg. 46.\ PQ , F'Q' le semierdìnate , nelle 
due curve, al diametro di comune direzione MM',- corrispon- 
denti a’ punti P, P'^ c Siene C, C' i loro centri rispettivi. Con- 
giungendo la LC , tal retta bisecando tanto la ÀP , ebe la. 
AM , sarà parallela alla MP • Quindi saranno simili i trian- 
goli P'Q'M, LAG , e starà - 

PO' : Q'M LA : AC . 

Ma per la stessa ragione, essendo sìmili i triangoli P'Q'A' , 
DMC' , su FQ* : Q'A' DM : MC' 

•tara dunque 
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FQ'* : Q'M X Q' A' : : L A X DM ; AC x MC' . 

Or s’indichino con P, P' i semiparametri rispcUWi de’dia- 
metri MA , MA' nelle due curve ; si avrà 

P'Q" : Q'MxQ'A F ; MC' 
cd è inoltre ( nota §.448). 

LAxDM = CB* = MCxP 

Quindi starà 

F : MC' :: MCxP : ACxMC' 
ovvero , per essere MC = AC , 

F : MC' :: P ; MC' 

Adunque i semiparametri P' , P saranno uguali tra loro, co- 
me si è proposto a dimostrare. 

458. ScoL. Si è veduto '('464.), che 1’ osculatrice sarà el- 
lisse, sempre clic il suo centro C cada da M verso M' , cioè 
nel verso cui la curva data volge la sua concavità nel pun- 
to M . Or perchè quest’ ellisse possa ridursi a cerchio si esi- 
ge, che sia retto l'angolo, che la tangente MD, n^ dato pun- 
to M , comprende col diametro MA' appartenente al punto 
stesso ; il. che può aver luogo sol quando il punto M corri- 
sponda \_fuj. 49- ] all’un de’vertici principali della sesione. 
Ivi dunque solamente può il cerchio aver contatto di or- 
dine con una sezione conica ; anzi io que’ punti questo con- 
tatto è necessariamente tale , non potendo essere di 2“ or- 
dine ( 440). Intanto poiché il parametro del diametro di un 
cerchio è quanto lo stesso diametrojpcrciò il suo raggio MC, 
ossia la distanza del suo centro C dal vertice M , ove dee 
toccar la curva , sarà, per l'antecedente proposizione , quan- 
to il semìparametro dell' asse, su cui trovasi un tal vertice. 
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PROPOSIZIONE XXX. 

tboheiia: 

*. f 

Se dae sezioni coniche sieno in contatto di 
3° ordine , ed una di esse abbia nel jlhnto stes.so un 
simil contatto con una terza sezione conica^ il con- 
tatto tra questa , e 1' altra sarà parimente di 3° or- 
dine . - 

Le due seziooi coniche [ ftg.50. ] MA , MB abbiano con- 
tatto di y 01 ‘dine nel punto M , ed una terza sezione conica 
MC abbia simil contatto, per esempio , con MA. Condotta 
per M una retta arbitraria MX , che seghi le tre curve ne’ 
punti a , b ,c \ dovranno le tangenti in a, b (450.) concor- 
rere in un punto D sulla tangente comune mr nel punto M ; 
e così pure nello stesso punto D dovranno concorrere le 
tangenti in a , c . Adunque le tangenti ne’ punti 4, c concor- 
rendo sulla tangente comune mr , le curve MB , MC avran- 
no nel punto M contatto di 3* ordine ( 450 ) . 

460. Con. 1. Inconseguenza di questa proposizione , e 
Seguendo il metodo tenuto nelle proposizioni de’ 441 , 
e 442 , si dimostrerà : 

I. Che te dite sezioni coniche tono in conlallo di S" ordine , 
ed una terza sezione conica abbia con una di esse conlallo 
di /*, 0 y ordine ; il conlallo Ira t allra , e la terza sarà 
pure , ordinalamenle ^ di 4’ ,o y ordine. 

II. E che Ira esse non possa farsi passare alcuna sezione 
conica osculatrice di ordine inferiore. 

461 . Con. 2. Da ciò rimane comprovato , che una sezione 
conica, la quale abbia con un’ allra un contatto di 3° ordine, 
le sia , -com’ crasi preccdenlemenle annunziato , in tal pun- 
to, ben più vicina di qualunque allra sezione conica, ché ab- 
bia con essa , nel medesimo punto , contatto di Z" ordine : e 
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tanto maggiormente rispetto ad un’ altra , che \i abbia coll- 
utto di 1' ordine , cioè , che le sia semplicemente tangente. 

A62.CoB.3.Poichè due sezioni coniche, che sono in con- 
tatto di 5’ ordine, hanno uguali le loro curvature nel luogo 
del conUtlo , a piU forte ragione V avranno uguali nel con- 
tatto di 5* ordiih -, anzi può dirsi in questo caso, che l’ egua- 
glianza di curvatura si estenda ad un tratto più sensibile , 
mentre non può tra esse fersene passare alcun’ altra , che vi 
abbia pur conUtto di ^ ordine. 

« 

DbL CEBCBIO OscoLavoaB. 

463. Quanto riguarda questo cerchio or non è ohe imme- 
diata, e semplice conseguenza delle teoriche generali qui in- 
nanzi sviluppate. Ma , atteso l’ uso importante cui esso è 
destinato ( 427* ) , abbiamo creduto ben fatto, esporne bre- 
vissimamente a parte lo proprietà . Ed innanzi tutto si os- 
servi, che essendo, in generalo , di ordinf i contatti tra le 
sezioni coniche, ed i loro cerchi osculatori ; però le affezio- 
ni di questi debbono ripetersi appunto dalle proprietà ri- 
levate per le osculatrici del 3!‘ ordine . 

464. Laondc il cerchio osculatore in un punto qualunque 
di una sezione conica avrà i due seguenti essenziali caratteri. 

I. Etfo, e la curva terranno sempre rivolle U loro curvatu- 
re , nel luogo del contatto, da una medesima parie (434.) . 

II. E dovrà , in generale, U cerchia toccar la curva, e ta- 
gliarla ad un tempo nel punto , di cui si tsxUta j ed inlerse- 
garla in un altro punto (432, 437.). 

- 
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TEOREMA • 

’ •descrivere il cerchio osculatore , in un pun- 
to di una data sezione conica. 

Sol. Sìa M [ Pg. 51. ] il ponto dato sulla sezionò conica 
AMA' ; e descritto un cerchio qualunque ZMY, che toccando 
la curva in M ( o , eh' è lo stesso, la sua tangente mr ), la 
seghi in due altri punti N', $', ovunque essi cadano , si tiri 
la corda MS parallela ad N'S' . Il cerchio oMo', che pas- 
sando pe' punti M , S, tocchi in M la mr , sarà (435.) il cer- 
chio osculatore cercato nel punto M , cioè quello la cui cur- 
vatura è la stessa di quella della data sesione conica , nel 
punto medesimo (445). 

466.Scol.i. Sarebbe questa la costruzione risultante da’ 
principii stabiliti nel 435 ; ma essa può rendersi assai piu 
semplice, osservando : > i 

1 . Che nn cerchio tangente di una curva debba avere il 
suo centro sulla normale corrispondente al punto del contat- 
tò , cioè sulla perpendicolare MI [ fig. 53.. ] tirata da tal 
punto alla tangente mr. 

2. £ che la tangente mr , e la corda MS sieno ugualmen- 
te inclinate agli assi , ma io' senso inverso (383.) ; ontT è, 
che se'E, ed L sieno gl’ incontri di queste due rette coll’ un 
degli assi V(J, il triangolo EML sarà isoscele ; e sarà perciò 
ME uguale a4 ML. 

In conseguenza di queste osservazioni si avrà la costruzio- 
ne seguente: 

» Applicata al punto M la-tangente, che incontri un de- 
vi gli assi nel punto E, dal centro M, col ra^io ME si de- 
vi scriva un arco di- cerchio , che tagli l’asse in nn altro 
>i punto L ; poi si conduca nella'curva' la corda MS pe’ 
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» ponti M, L. Se pel punto K, medio di MS, e perlai' 
M tro M si tirino alle MS, ME le perpendicolari KO, MO, 
» rispetliramenlo, il punto 0,, in cui s' incontreranno, sarà 
M il centro del cerchio osculatore nel dato punto M j ed 
M MO ne ^arà in conseguenza il raggio * . 

4G7. Questa costruzione sebbene elegante , non è però 
indipcndc'ote dalla curva , poiché concorre ad effettuarla il 
punto S , che le appartiene ; e può benissimo rendersi piti 
semplice sottraendola dalla necessità di questo punto. Si os- 
servi a tal uopo , che se per M sì tiri all’ asse 1’ ordinata 
MIIG, sarà EG tangente, al pari di EM, e pip-allela ad ML, 
ossia ad MS ; laonde , se pel punto G si conduca il dia- 
metro GU, queste diametro dovrà passare pel punto K, me- 
dio di MS. Che però risulterà la seguente altra costruzione : 

M Condotta ali asse la perpeudicolare MII, e prolungata 
» in G , sicché sia IIG uguale ad IIM, si tiri il diametro 
» GU, ed inoltre la MK parallela alla EG ; indi dal pun- 
» ta K, incontro di queste due rette, si elevi su di MK 
» la perpendicolare , che incontri in.O la normale MI; 
M sarà 0 il centro, ed OM il raggio del cerchio oscula- 
» (Ore nel punto M 

‘ 468. Scol. 2. Le precedenti costruzioni divengono inappli- 
cabili al caso , in cui il punto dato M corrisponda all’ un 
de’ vertici principali della curva ; poiché allora la corda MS 
ai confonderebbe colla tangente nel vertice stesso . Or ciò 
tiene alla circostanza , che in questi punti il cerchio oscula- 
tore ha necessariamente colla curva coittatto di 3°. ordine 
(458.), raccoglieodovisi quattro intersezioni. 

* La presente costruzione pel cerchio osculatore, venne dall' illustre 
geometra di Berlino sig.Sleiner proposta a dimostrare al noatro TrudI, 
ne' termini precisi , come qui ò recala . 

•’ Quest' altra semplicissima , ed elegante costruzione' 1' abbiamo 
poi trovala coincideolo con quella data dal Simson nelle sue Seclionu 
eonieai ; ma il modo come noi vi siano pervenuti , è ben diverto da 
quello tenuto dal geometra foglcsu . 


r ^ by Google 


i 


tra le curve coniche 


aoi 


ÀdtiDqne , in qnestl casi , sarà cerchio osculatore quel» 
io il cui centro è distante dal vertice di quanto è il semi* 
parametro dell’ asse corrispondente ( 458. j ; e per essere tal 
contatto del S’orane , questo cerchio sarà assai più vicino 
alla curva di quanto il sarebbe s' ei potesse avervi contatto 
di Sordine ; talché può dirsi, che ne’ vertici principali della 
seiioni coniche la curvatura sia, per un tratto più sensibile, 
identica a quella del cerchio osculatore. 

-469. Scoi. 3. Le considerazioni esposte nc'numeri da 428 a 
434, per le osculatrici del 2°ordiiic, applicate al caso del cer- 
chio, divengono più semplici , più sensibili , e più evidenti 
Ma pure , ad abbondanza , aggìugneremo ancora qualche al- 
tra riflessione per questo caso speciale. , 

Supponiamo adunque , che ad un punto M di una sezione 
conica [ pg.53. ] siasi condotta Itf normale MI , indefinita 
verso quella parte ove la curva rivolge la sua concavità ; e 
presi in essa da M verso I i punti B , C , D . . . , da que- 
sti come centri, con gl' intervalli in M, sieno descritti i cer- 
chi , che saranno tutti tangenti della curva nel punto M ; 
sarà chiaro , che alcuni di essi ( a seconda del raggio ) do- 
vranno cadere dalla parte interna , cioè dalla parte concava 
della curva , ed altri cadérne al di fuori * , 

Ciò posto , si comprende facilmente , che nella successi- ' 
va variazione del sito del centro , il cerchio da interno di- 
venendo esterno alia curva , dee realmente una volta, nell’ e- 
seguirsi un tal passaggio, avvenire la coincidenza di due loro 
archetti elementari , relativi ai punto del contatto ; e quin- 
di la curvatura del cerchio , che vi corrisponde , essere a- 
guale a quella della curva nel medesimo sito. Or siffatta co- 

* E ciò deve iuteodersi , relativamente al luogo del contatto , cioè 
che ivi il cerchio, tra certi limiti almeno, ossia per un certo arco di ca- 
so,. debba, da' due lati del contatto , cuore , o tutto interno , o tutto »- 
sterno alla curva . 

2C 
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incidenza non può aver luogo , che col solo cerchio oscula- 
tore , il quale, avendo sol esso U proprietà di toccare , e se- 
gar la curva ad nu tempo ( A64.n.//. ) , è come il limile , 
che separa i cerchi interiori dagli esteriori e quello appun- 
to pel quale avviene il loro passaggio da una parte all' al- 
tra della curva : perché tra esso, e la curva nou può passare 
alcun altro arco di cerchio . E queste considerazioni confer- 
mano per altra via , e pongono in maggiore evidenza la pro- 
prietà de’ cerchi osculatori di misurare la curvatura di una 
curva ne’ varii suoi punti, e possono ben anche estendersi al 
caso generale delle sezioni coniche osculatrici del Sbordine . 

470. Sia adunque B il punto in cui la normale MI inlerse- 
ga l' asse principale AH (maggiore per l'ellisse, primario per 
l iperlrale) ; sarà ch'iaro. che ì cerchi ì cui centri cadono tra’ 
Umili M, B, sieno tutti interni alla curva, toccandola solo in 
M, senza incontrarla altrove ; mentre il cerchio descritto col 
centro B , e col raggio BM dovrà pur toccarla nell' altro e- 
slremo G della scmiordinala ÌSIG all' asse ÀU . E però que- 
sto toccando la curva iu due punti, non potrà segarla in altro 
punto (360.), e le rimarrà lutto al di dentro ; ond' è, eh’ esso 
comprenderà tutti gli altri cerchi , i cui centri cadano tra i 
limili M , B , e che toccheranno solamente la curva in M . 
Adunque il cerchio del centro B è il primo , che comincia 
ad incontrar la curva altrove , toccandola ; e da ciò risul- 
ta, che il centro 0 del cerchio osculatore , che dee- segar 
la curva non solo in M , ma anche in altro punto , dee cade- 
re da B verso 1 , cioè , dalla parìe delT asse yrincijìaie oppo- 
sta a quella, in esu trovasi il punto M. 

47 1 .Quindi se la curva sia un’ ellisse, e C il punto in cui la 
'normale MI incontra 1' asse minore ; sarà questo punto evi- 
dentemente il centro del maggior de' cerchi esteriori, che ol- 
tre a toccar la curva io M, possono incontrarla altrove : men- 
tre questo Cerchio dovrebbe toccar pure esternamente la cur- 
va nell’ altro estremo D dell’ ordinala MD all’ asse minore. 
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E da ciò Tedcsì , die it centro 0 del cercMo oscidalocc in 
M dee cader tra i irmiti B , G , cioè- : 

Il centro del cerchio osculatore per un punte dell ellisse tro' 
vasi a parte opposi» deW asse -maggiore , e dalla stessa parte 
dcir asse minore . In semma , trovasi sul segmento della nor* 
male , che rimane interposto tra’ due assi. 

AT2. Scol.Aj Le costruzioni recate per la determinazione 
del centro^ e del raggio del cerchio osculatore nulla lasciano- 
a desiderare, per quanto Hguarda la sempliciUi, c 1' eleganza 
geometrica: ma le medesime non sarebbero sufficienli ove sl 
cerchi un Tdorequanlilatitro, ossia aritmetico del raggio- me- 
desimo; il che specialmoole occorre nelVapplicar la presento- 
teorica. Ed ò però, che passeremo ad occuparci di quest’ ogr 
getto, e di qualche altro ,. che immediatamente ne dipende^ 

' PROPOSIZIONE XXXIL 



473»K raggrodì curvatura In u» punto qualiin- 
que di una sezione conica è uguale al cubo della 
corrispondente normale, terminata all’un degli assi 
diviso perquadcato del seuiiparametco delTasse me> 
desimo.. . » 

Sui. Eseguita la costruzione del §. 46T , per assegnare- 
geometrìcamcnle il raggio d'osculó WO \fig.54.n.ii e S] nel 
punto M della curva conica AMG , il cui asse sia VU , e V 
il vertice , ME la tangente in M , che incentri ! asse in E , 
£G la cerrispoudentc all'altro estremo dell' ordinata el 
essendo R ! inlecsezìuue della normale GB con MK , ri- 
sulterà il triangolo GMB simile a GRU , e quindi a GEII . 
I.aonde si avrà , GM , o 2GU : MR :: £G : GII, c però 
2G11 ’=MRxEG. Ma è poi 

EG ; GU :: GB ; BU 
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e quindi 

2EG- : 2GH* , o MRxEG ; : GB* : BH*. 

Adunque si avrà , 

2EG : MR :: GB* : BH* (4) 

Or s’ indichi con P il semiparametro pel semiasse VU , 
si a^rk (1 61 , e 222. ); 

Caso 1 . — Per i’ ellisse , o F ipetìole {fig-n-i . 

HU* :1IB* VU*,oHUxEU ; P* 
e quindi , permutando , e rìducendo 

HU : EU :: HB’ : P* (2) 

£ quest’ analogia composta con la (1) darà 

2EG X UU : MR X EU :: GB* : P* (3) 
Ciò posto, oonginnto l’ altro estremo D del diametro GUD 
col punto M , sarà la MD parallela alla HU , e doppia di 
questa ; che però sUrk, pe’ triangoli simili UEG , DMK , 
EG;EU;:MK:MD, o 2HU; e quindi 2EGxHU=sMKxEUj 
e questo secondo rettangolo sostituito al primo termine nel- 
r analogia (3) , dark 

MK : MR :: GB’ s P* ' 

Ma pe' triangoli simili MOK , MBR sta 

MK : MR :: MO : MB , 
ed ò CBi=MB. 

Adunque si avrà 

MO : MB :: MB’ ; P* 

• !• ME* 

e quindr MO r: — . 

Caso 2. — Per la parabola [jlg.n.2.1 . 

i 

Essendo HB = P , e pel parallelogrammo EK essendo 
2EG = MK , r analogia (1) diviene , io questo caso , 

MK ; MR GB’:P* 

dalla quale , continuando lo stesso ragionamento , che pel 
caso precedente , si perverrà al medesimo risukamento • 
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474. CobM. La smessa poc’ ami recata olltima proporziona, 
dà luogo a’ teoremi seguenti : 

I. Il raggio di curvatura , per un punto qualunque di urta 

sezione conica, tla alla normale terminata ad un asse, in du- 
plicala ragione della stessa normale al semiparametro di que- 
st’ asse . ^ 

II. I raggi <T osculo pe’ diversi punti di una curva ecniea, 

. seno come i cuòi delle corrispondenti normali terminate ad 

uno stesso asse . 

475. CoB. 2. Poiché il quadrato della normale pareggia 
quelli della sunnormale , e dell’ ordinata corrispondente. ; 

'dovrà , nel vertice principale di nna curva conica , oveTor* 
dinata svanisce , la normale pareggiar la sunnormale . Ed 
essendo ivi questa la metà del parametro principale ( 60 , 
161, 222 ) , sarà pur tale il valore della normale ; dal qua- 
le , sostituito nella espressione del raggio d’ osculo ottenu- 
ta nel teorema , risulta , che ancor questo sia in tal punto 
quanto il semiparametro principale : come per altre vìe si 
era direttamente già mostrato nel §.458. 

476.Scon. Sia {fig.55.1 F un fuoco della sezione conica : 
conducendo al punto M il ramo FM , e tirando su di esso da 
B la perpendicolare BS , sarà ( 107, 195, 315) MS ugua- 
le a P. Laonde starà 

MO ; MB MB’ ; MS* (474.1.) 

Or dallo stesso punto B si elevi sulla normale MB la perpen- 
dicolare , che incontri il ramo MF in L , sarà 
MB’= MLxMS 

e con ciò starà 

’ MO ; MB :: ML : MS 

d'onde risulta , che se congiungasi la OL , sarà questa retta 
parallela alla BS ; ed in conseguenza 1’ angolo MLO risul- 
terà retto al pari di MSB . ' 

477. E da tal proprietà ricavasi la seguente altra semplicis- 
sima , fd elegante costruzione pel centro , e pel raggio de^ 



ao6 delle osculazioni 

cercEio oscnlalore in nn dato ponto M di una sezione conica : 
» Condotto per M il ramo MF, e la normale MI , si ele- 
» tì a questa dal punto B , ov’ essa ineontra 1’ asse de’ fuo- 
u obi , la perpendicolare BL , e dall' incontro L di questa 
» col ramo ME s’ innalzi sullo stesso ramo la perpeodico- 
M lare ; il punto 0 , ove questa incontrerà la normale, sarà 
M il centro , ed MO il raggio del cerchio MciUatore in M • 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

>, - 

TEOREMA . 

478.11 cerchio osculatore, per un punto qualun- 
que di una sezione conica , taglia dal dianaetro , 
che passa pel punto medesimo , e Terso questo ^ 
una parte uguale al suo parametro . 

'Dim. Sia MT [ flg.56. n. '/ , e.2. ] la corda intercettata 
dal cerchio osculatore sul diametro MY della curva, che pas- 
sa per M ; e sieuo : 

Caso 1. perF ellisse y 0 t iperbole 

UV, ex i semiassi conjugati , ed UN il semidiametro coo- 
jugato all’ altro UM, cui sarà però perpendicolare la normale 
del punto M, in Z ove l’ incontra. Laonde il parallelogrammo 
MN essendo rappresentato da UN X MZ , sarà UN X MZ es 
AVxUX(lA8,e 268.) , ed 

MZ:VU::UX:UN 

Ma sta pure MB : UN ;; UX : UV * ‘ (1) 

Quindi, componendo quest’ analogia con la precedente , ti he 
MZxMB = UX* 

ovvero , diuotando con P il semìparamelro pel vertice V 

MZxMB = YUxP 

* Veg. il n. 1. della nota a $$. 196 , e 316 ia fine del volume. 
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■ Ciò posto I sia O il centro del cerchio osculatore della 
curva nel pnnto M , starii ( 473.) 

MB* vf' ;; MO ; MB :: MOxMZ : MBxMZ 

e quindi 

MB* : MOxMZ :: P*: MBxMZ :: P* ; PxVU :: P : VU. 
Ma dall’analogia (1) si ha ancora 

MB* : UN* :: UX* : VU* :: P : VU . • 
Adunque sarli MO X MZ = UN*. 

Or tirisi da 0 la perpendicolare OQ alla MT , risultcran^ 
no simili i triangoli MOQ, MUZ ; e quindi si avrà MQxMU 
= MO x MZ = UN* . E*dinotando con P' il semiparametro 
del diametro MY si ha pure P'xMU = UN’ . Adunque sa- 
rà P'=MQ, e 2P' = MT , come nel teorema erasi enunciato. 

Caso 2. — per la parabola \Jlg. n. 2. 


Essendo MO : MB :: MB* : P* (473.) ; se tirisi BF pa- 
rallela ad OQ , starà ancora MO ; MB :: MQ : MF ; e per 
essere MF = BH = P‘; starà MB*': P* MQ : P , ed MB* * 
t= MQ X P. Ma MB* = P X P' * • Adunque dovrà essere MQ 
=: P' ; e quindi MT sarà il parametro del diametro MY. 

479. Co R.1. Indicando con N la lunghezza della normale, 
terminata ad un asse , per un punto qualunque di una curva 
conica a centro , con P il semìparametro dell’ asse medesimo, 

- . . .. 

e con R il raggio di osculo , dal 5-473 si ha R = nella 


quale espressione di 


R ponendo 


C* 

T 


invece di P, ove A rap- 


presenti il semiasse del 
A’N* 


rk R^ 


C< 


parametro P , e G il conjugato , sa- 


480. Goa. 2. Inoltro osservando , che 1’ angolo MOQ ò 
ugnale all’ altro de’ semidiametri conjugati MUZ , ed indi- 


* N. 6. della nota poe' ami citata. 
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CAPITOLO IV. 

Della esibizione delle ccmte coniche. 



INTRODUZIONE. 


484. L’ Analisi geometrica , o algebrica ^ che conduce al> 
lo snodaioento de’ problemi solidi , non fa che assegnare una 
qualche proprietà della locale , o delle due locali, dalla cui 
intersezione debbono risultare i punti soddisfacenti al quesi* 
to ; e però si nella Geometria antica , che nella moderna è di 
assoluta importanza la ricerca generale di esibire una curva 
conica da’ suoi convenevoli determinanti . £ questo artifi- 
zio , essendo di pura composizione , alla sola Geometria si 
appartiene ; sicché ancor quando con 1’ Analisi algebrica sie- 
ai pervenuto all’ equazione al problema , essa lo abbando- 
na (poiché ivi termina la sua giurisdizione ) al dominio del- 
la Geometria . Da che può comprendersi con quanto poco 
accorgimento taluni a’ giorni nostri trascurino di studiare , 
e di esercitarsi ne’ mezzi , che questa possiede : debbono 
costoro ignorare , che la Geometria , sovrana ne’ problemi 
della quantità continua , non ammette in suo dominio 1’ Alge- 
bra , se non come una. coadjutrice atta ad abbreviare in pa- 
recchi casi'i suoi ragionamenti , per 1’ analisi sola di un pro- 
blema . E ben ragionevolmente , ancor prima che la cosa si 
fosse spinta tant' oltre come al presente , il dotto geometra 
inglese Samuele Horaley , parlando di costoro , diceva : 
Quatti sane veterum analysin jutiiores si diligenlius exeohus- 
sent , quae ejusdem generis sani , si non majora eliatn , et 
magis subtilia , facilhts multo et ipsi invenissent , et aliis in 
scriptis suis luculetUius tradidissenl . Eteniin speciosa quae di- 
cilur analysis ,* (pia confisi post Cariesium fere omnes veierrs 
magislros ausi sunl deserere , ut ut nihil non promiitat , quasi 
aequalionum ope omnia rffìcicnda csseiU , rcvcra manca et ini- 
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perfecla est , et sine Geometria non nisi ad panca utilis , ut- 
pole quae pars est lantummodo,^vel fragnientum poiius vcrae 
et nbsolulae analyseos ('Eccl. Data pag.109. 

485. Or poiché Dell’antica Geometrìa non riconoscevasi altra 
esibizione delle curve coniche,' se non quella per sezione del 
cono *, clic è, come fu detto nella Storia delle sezioni coniche 
(n.7.),la più naturale ed anche la più geometrica, non potè pe- 
rò Apollonio tralasciar ne’ suoi Conici l’ importante problema 
di: assegnare in un cono una data sezione conica il che e- 
gli esegui pel solo cono rette ; chè per altro era bastevole allo 
scopo importante di comporre i problemi solidi , adoperando- 
vi, come essi dovevan &re, i coni in cui le locali coniche, risul- 
tate dall’analisi geometrica per mezzo de’loro determinanti , 
dovevano assegnarsi , alfinchè combinando quelli risultassero 
ancor queste tra' loro combinate. Ed il Pergola al modo Apol- 
kmiano si era attenuto, nella seconda edizione delle sue Se- 
zioni coniche, come avevamoancor noi ritenuto in tutte le altre 
lino allo presente. 

486. Ma resa da’ moderni più comoda ed agevole una tale 
esibizione , da poter direttamente descriver le curve coniciie 
nel piano, di cui tra poco diremo , il suddetto problema rcn- 
devasi puramente speculativo, e però conveniva darne una so- 
luzione generale , come verrà recata nel presente capitolo, la 
cui eleganza la rende anche superiore all’ Apolloniana , che 
aveva luogo pel solo cono retto , com'è stato detto. 

* Per comprova di ciò , si riscontrino le prop. 53 , 53 , 5V del lib. I. 
Conicorum di Apollonio , dove si vciirà il problema di: Deicrinrc nsl 
piano una data sezione conica ridotto a quello di assegnare quel cono , 
che incontrandosi col piano ne risulti per sezione la curva conica riebio- 
sla . Ma posteriormente essi dovettero ingegnarsi a rinvenire qualche 
mezzo meccanico di descrìverle nel piano ; poiché troviamo , per la pa- 
rabola cosi detto da Eutocio : Dacribilur aulem parabole circi’ni ope ab 
Jtidoro Jdittiio mtchanico praeceptore nostro inventi, effeclique , in com- 
mentario , quem in Hcronit libram de fbniicalis pafielibas conscriptU, 

"Prop. 28. 29.30 lib. VI. 
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/i87.Si è poi ancor dello, die più comoda ne fosse la de- 
scrizione nel piano , die da proprieUi semplicissime delle cuc- 
re coniche deriva , sia che voglia esegnirsi col maneggio di 
strumenti congegnati all' uopo, sia che cerchisi assegnare una 
serie di punti, che alla curva appartengano, prossimissimi tra 
loro ; da che il perimetro di quella risulti fissato : il qual mo- 
do sebben si corrisponda all' iodefioilo corso della curva, f è 
però assai faticoso , ed ancor tale da distruggere quella Icg- - 
gc di continuitè , che nel perimetro di essa deve aver luogo. 

488. Oltre a ciò il problema della descrizione di una curva 
conica talvolta si fa dipendere da date condizioni , non imr 
mediate per la descrizione; ma tali, che da esse pnò discen- 
dersi a'determinanti per questa : di che si ha principalmen- 
te bisogno ne’ problemi meccanici, che riguardano l’ Astrono- 
mia ; e di ciò verrà trattato nella scz. iii. del presente ca- 
pitolo, desumendone le soluzioni, in modo uniforme, ed as- 
sai elcgante,da quella speciosa proprietà doll'esagono iscrit-' 
to in una curva conica, che il Pascal seppe rinvenire , senza 
nè farci nolo il modo come vi pervenne, nè averla convalida-» 
ta con la conveniente dimostrazione. 

48g.DEF.i.Una curva si dirà geometricamente e- 
sibila, se venga per tal modo assegnata, die a ciascun 
punto di essa possa competere ogni sua proprietà .. 

Tale è il cerchio descritto secondo il post. 3. di Euclide;e 
tali soDoancora le sezioni coniche nel modo indicato nel §. 1 7. 

49o.Def.II, Si dirà poi una curva esser descrittar 
meccanicamente i se il suo perimetro si ottenga per 
mezzo di uno strumento congegnato su di una pro- 
prietà essenziale di essa , ossia che la distingua da 
qualunque altra anche alTine nella conformazione. 

Tale c la descrizione del cerchio per mezzo del comp.is- 
so ; c quella delle curve coniche per mezzo di qiic mccca- 
uismi , che in appresso dÌDolc:cmo. 



2i4 


della esibizione 


491. Scoi. Si vede chequesla seconda maniera vadasoggclU 
alleiniperfezioni inscparabìHdagUslrunaenli,cke ai adoprano, 
e che debba risultar limitata , come limitati possono essere 
tali strumenti '.sicché siffatta esibizione non possa corrispon- 
dere nè all'esattezza, nè alla generalità, che nelle considerazioni 
geometriche si ricerca ; ma soUinente riescir utile alla prati- 
ca. £ da ciò apparisce quanta mal si comportino coloro, che 
nelle istituzioni geometriche assoggettano le costruzioni , o 
anche le dimostrazioni al maneggio del compasso , e della 
riga , formando di una scienza esalta , e generale una Geo- 
metria solamente da tavolino , ed assai imperfetta. 

492- Def. III. Una curva si dirà descritta per 
punti, se valendosi ancora di una sua proprietà ca- 
ratteristica , si cerchi assegnare una serie di punti 
prossimissimi l’un l’altro, che ne valgano a rappre- 
sentare in certo modo il perimetro. 

493. Scol. 1 .Si vede bene, che in tal caso la continuità della 
curva risulti alterata: ma ciò occorre spesso porgli usi afame. 

494. Di tutte le suddette descrìiioui passeremo ad occu^ 
parci nello seguenti sezioni. 

495. Scol.2. Secondo le definizioni 2. e 3 molti mezzi mec- 
canici si potrebbero adoperare per la descrizione di una cur- 
va conica nel piano per molo organico; e moltissimi per as- 
segnazione di punti *: ma noi non esporremo, per V una , 0 
per r altra descrizione , che il modo più semplice , e però 
più comunemente adottalo da’ geometri , non solo per la co- 
struzione de’ problemi solidi ; ma anche da coloro , che han- 
no stimato conveniente il trattar delle proprietà di tali cur- 
ve partendo dalla loro descrizione nel piano. 


_ * Alcuni di questi si potranno riscontrare nelle Stclioiui conicat del 
de la Mire , il quale v’ impiegò tutto il lib. IX. 
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S E Z I O Tf E I. 

D%1 modo di esibire una data curva conica^ 
per la sezione di un dato cono. 


PROPOSIZIONE XXXIV. 

i 

nOILEMA. 

4q6. Segare un dato cono con ud piano, sicché 
nc risulti una parabola data. 

Cioè , della quale ne sia dato il parametro delf asse. 

Sol. Sia DAC [/ì^.57.] il triangolo per l’ asse, e per V al- 
teiza nel cono dato, la cui base sia il cerchio RFC; e ritrorato 
in ordine alla base BG di esso, ad un Iato BA, cd al parame- 
tro P della data parabola la quarta proporzionale BD , che 
ai tagli sulla BC dal ponto B, incontro della base BC col Ia- 
to BA, si tiri per D la DE parallela ad esso lato BA.ll pia- 
no FEG perpendicolare all'altro ABC, condotto perla ED, 
segnerà nel cono la parabola ricbicsla ( 24.). 

Dim .Imperocché essendo P : BD :: BC : BA :: DC : DE, 
si ha PxDE =BDxDC = FD’; poiché la comune sezio- 
ne FG de’ due piani FEG, BFC perpend'icolari al terzo BAG 
dee risultar perpendicolare a questo, e quindi alla BC. 

Laonde la curva FEG sarà la parabola richiesta. 

497.Scol.1 .Risulta dallacostnizione esser sempre possibile 
il proposto problema, cioè che qualunque sia il cono dato, vi 
ai possa sempre assegnare, una parabola di dato parametro.- 

498.ScoL.2.Se la quarta proporzionale Cd si fosse presa in 
ordine a BC, CA, e P, e tagliata però sulla CE dal punto G, 
ne sarebbe risultata un’altra parabola feg identica alla FEG. 
E da ciò rimane stabilita la natura di tal problema. 
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PROPOSIZIONE XXXV. 

rBOBLEMA . 

49Q.Segare in un dato cono un ellisse simile ad 
una data . 

Cioè , con gli assi in data tvgione (333.). 

Soi. Le rette M, N sieno [flg-SS-} i termini della ragione 
deir asse primario al secondario dell’ ellisse richiesta, in or- 
dine a’ quali si trovi la terza proporzionale P ; sicché atara 
P : M :: N* : M’. E preso nella base BC del triangolo ABC 
per l’asse, e per l’altezza del cono proposto il ponto D ad ar- 
bitrio, trovisi in ordine a P, M, e DC la quarta proporziona- 
le, la quale dovendo risultare maggiore di DG (A.El.V.)y si 
tagli sulla DC prolungata in G, come la DG ; e costituito su 
questa DG il scgmealo di cerchio capiente un angolo uguale 
ad EBD, esse intersegbi il lato AC del triangolo EAC in F. 

Congiunta la FD, questa prolungata dovrà, eom’è chiaro, 
incontrare l'altro lato AB del triangolo ABC al di sotto del 
punto B, e quindi del vertice A: e sarà tal retta la comune se- 
zione del triangolo ABC col piano ad esso perpendicolare, che. 
intersegando il cono dato vi produrrà l'ellisse richiesta(25). 

Dim. Imperocché essendo simili i triangoli BDE,FDG si 
ha BD : DE :: DF : DG ; e quindi il rettangolo di BD in 
DG sarà uguale all’ altro di DE in DF . Limnde serberà ad 
essi ugual ragione 1’ altro rettangolo di BD in DC , o sia il 
quadrato di IID , che gli é uguale , per essere la comune 
sezione IID do’ piani RHC , EHF scmiordinata comune alla 
curva EHF, ed al cerchio BCH base del cono. Quindi si avrà 
HD* : EDF :: BDC : BDG , cioè :: DC ; DG :: N’ ; M* ; c 
però l’ellisse EFH sarà la richiesta. 

500. ScoL. 1 .Dovendo la DG risultar maggiore della DC, 
com’ c stato detto nella costruzione del problema ; il seg- 
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mento circolare DFG dovrà iocontrar sempre il Iato ÀC in 
un sol ponto , che soddisfa al problema , il quale sarà pe- 
rò sempre possibile. £ compiendo l’ intero cerchio DFG/*, 
questo intersegherà un’ altra volta il lato AG con l’arco del 
segmento circolare D/G, supplementale di DFG , c congiun- 
ta la Df darà il diametro eDf* dell’ ellisse succontraria , e si- 
mile alia proposta . Com’ è facile rilevarlo con una dimo- 
strazione analoga a quella del problema. 

501. Scol. 2. Volendosi a dirittura assegnare nel cono da- 
to un’ ellisse data , e non già simile ad una data. 

Esibita, con la costruzione del precedente problema , l' una 
di queste, dell'asse EF, cui la richiesta dee risultar parallela 
se dall’ uno de’ punti E , o F si tagli £K uguale all’ asse 
maggiore della data ellisse , e si conduca KF' parallela al 
Iato AE, e quindi tra ì lati dell’ angolo BAC si tiri la F'E' 
parallela ad EF ; il piano condotto per questa retta F'E' 
perpendicolare a quello del triangolo BAC , segnerà , co- 
m’ è chiaro , nel cono proposto V ellisse data . 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

tt 

/ PROBLEMA» 

502. Segare un dato cono con un piano, sicché 
abbiasi per sezione un’ iperbole simile ad una data. 

Cioò , con gli assi in dola ragione. 

Sol. La ragione data dell’ asse primario al secondario del- 
r iperbole richiesta venghi espressa per quella di M ad N 
[ fig. Ó9. ] , in ordine alle quali rette si ritrovi la terza pro- 
porzionale P; sarà M :P la ragione dell’ asse primario al suo 
parametro ; e però starà M : P : : M’ : N’ . 

Ciò posto , prendasi nella base BC del triangolo BAC , 
per r asse , e per l’altezza del dato cono , il punto qualsivo- 
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glia G, e dividasi la CG io D nella ragiono di P : M, tal die 
stia P : M "■ DO : DG . Descritto sulla GD il segmento di 
cerchio capiente 1’ angolo quanto ABC, si unisca il punto D 
con r altro ove quel segmento iotersega il triangolo ABC , 
quello per appunto, cli'è adiacente al punto C,e sia F.II pia- 
no condotta perla FU perpendicolarmente a quello del triango- 
lo per l'asse ABC, segnerà nel cono dato l'iperbole richiesta. 

Din. Imperocché primieramente essendo i due angoli GDF, 
GFD minori di due retti , il dovranno del pari essere i due 
GDF, ABD ; e però la retta DF dovrà convergere col lato 
AB al di sopra del vertice ; e quindi la sezione prodotta nel 
cono dal piano suddetto per la FDdovrà essere iperbole(27). 
Ed essendo simili i triangoli EBD, FDG, starà ED:DB::DG 
: DF, ed il rettangolo di ED in DF sarà uguale all' altro di 
BD in DG ; che però dovendo essi serbare ugual ragione al- 
r altro rettangolo di BD in DC, si avrà EDxDF;BDxDG 

BDxDG:BDxDC :: DG : DC. Ma il rettangolo BDC pa- 
reggia DII’, pel cerchio BllC liase del cono. Adunque starà 
EDxDF ; DII’ :: DG : DC :: M : P :: M’ : N’ - 

E però r iperbole HFK sarà la richiesta. 

503. ScoL. 1. Potendo il segmento di cerchio GFD in- 
tcrsegarc 1’ un lato del triangolo BAC in due punti , o toc- 
carlo , o non incontrarlo allatto ; si vede da ciò , che po- 
tranno ottenersi , verso uno stesso lato, o due iperboli simi- 
li ad una data, o nna sola , o ancor nessuna. E similmente 
potrebbe avvenire con i’ altro lato AB, quando la costruzio- 
ne si fosse fatta verso questo. £ questa determinazione, che 
qui ci siamo limitati a rilevarla dall’ effettiva costruzione del 
problema, dipende dalle due condizioni del rapporto degli 
assi dell’ iperbole richiesta , e della specie del triangolo 
BAC , per l’ asse , e per l’ altezza del cono. 

504. ScoL. 2. 'Volendosi poi a dirittura assegnare un’ i- 
perbole data , converrà procedere analogamente a come è 
stato praticato per 1” ellisse nel S. 501. 


delle curve coniche 

-SE ElO N E n. 

Della descrizioni di una curva conica nel piano ,, 
per moto organico y o per assegnaziom di punti.. 


IROPOSIZIONE xxxvir. 

V “ 

feROBLEMA» 

5e5. Descrivere organicamente una curva coni-- 
ca nel piano y dati i convenevoli determinanti pec 
tale operazione.. 

Cioè , il parametro , e la posizione dèli’ asse , cd in cssoi 
il fnoco , se sia una parabola ; e 1’ asse principale ,, ed. ii 
fuochi , se sia un’ ellisse , o un’iperbole .. 

Bta:La VARABOtiO.. 

Sobcz. Sia DQ lflg.60. },lR.posiatoBe dell’asse-, cd'F'ilt 
fuoco»,. Pii parametro dato ; o presa sull’ asse , dal punto F-' 
all’ in su., la FB agitale ad >/«P, sarà.D iLpunto ^-subllmlUii 
della parabrda da desorivarsi (%■). : e però tirata, per D la, 
perpeadicelare TDS alla BQ , dinelerà questa la. linea di su- 
blimitk della enrv» stessa (07.). 

Ciò posto , si adatti aecanto alla retta TDS', e d'alla par- 
te superiore di essa, ana riga TDS ; indi presa una si{ua> 
dra KSU ,. se ne applichi 1! on lato SV' lungo hi riga TDS 
e preso un filo flessibile ,. o. catcìietta FlIK aguale in lun- 
ghezza al lembo della riga SK, cU' è verse il punto F, un er 
stremo di esso se ne attacchi all’ estremità K della riga, 1' al- 
tro ad un chiodetto fermato- in F . Di poi si vada movendo 
la squadra KSV facendola scorrere con il loto SV luogo I» 
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riga TDS ; e nello stesso mentre uno stiletto muovasi d’ac- 
canto all’ altro suo lato KS , tenendo sempre teso il det- 
to filo, o calcnetla , finché or siesi avvicinato il lembo SK 
della squadra alla retta AQ , ed or siasene allontanato in 
modo da essersi staccato interamente da esso il filo, o cate- 
netla FRK. Cotesto stiletto dovrà descrivere la semiparabo- 
la richiesta , come risulta evidente dalla parte prima della 
prop. 19. parab. (lOó) . E rivolgendo la squadra dall’ altra 
parte della retta EAQ, si verrà similmente a descrivere l’al- 
tra scmipaiabola All. £ per tal modo risulterà descritta l’in- 
tera parabola Ili\R. 

Pea l’ellisse. 

CosTs. Sia AB [ ] 1’ asse maggiore dell’ellisse da 

descriversi , ed F , /'ne dinotino i fuochi. 

Preso un filo , o catenetta uguale in lunghezxa al dato as- 
se , se ne fermino gli estremi a que’ due fuochi , e poi si ap- 
plichi al filo, o catenella la punta di uno stiletto , che mante- 
nendolo sempre teso su quel piano giri intorno a que’ due 
punti , or verso A , ed or verso B , finché il punto RI coin- 
cida con ciascun di questi , segnando in esso piano la cur- 
va AMD . ludi rivolgendo il filo nell’ altro verso della AB, 
si verrà in simil modo a descrivere l’ altrg identica curva 
ArnB , che con la precedente rappresenterà una figura del , 
genere delle ovali , la quale svà 1’ ellisse addimandata. Come 
può conoscersi per la prop. 27. lib. 11. fI91.). 

Peb l’ ipebbole. 

CosTn. Sia AB [fig.62.'] l’asse principale dell’ iperbole , 
che vuol descriversi, ed F, f ne sieno i fuochi, ne’ quali stien 
lini nel piano due piccoli perni , intorno al primo de' quali 
possa liberamente giiare nel dello piano la lunga riga FK . 
Inolile il filo , o catenella / MK , di lunghezza quanto la ri- 
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g« FK minorala dell’ asse AB, affidisi con on estremo nel 
ponto /*, e con l’ altro all' estremila K della delta riga ; e poi 
nell’aggirarsi la riga intorno al punto F, uno stiletto muovasi 
rasente il lembo interiore della medesima , mantenendo sem- 
pre teso il detto filo , o catenella . Si descriverà da quello^ 
sul piano la semiiperbole richiesta AM. £ rivolgendo la riga 
FK dall’ altra parte della F/* , si verrà similmente a descri- 
vere r altra metà di tale iperbole . E volendone ancor 1' op- 
posta , non bisognerà far altro , che adattare l’ estremo F 
della riga in f , e la punta f del filo , o caleoetta in F. 

La dimostrazione è chiara dalla prop.. 39. iperb. (309). 

506. ScoL. La precedente descrizione per movimento or- 
ganico , eh' è la più semplice tra esse , e fu adottata dal 
marchese de l' Hopilal nelle sue Sections coniques, e da altri 
illustri geometri , comprova ciò eh’ è stalo detto nello sco- 
lio al §. 491 . ; poiché adoperandosi fili , posson questi sof- 
frire una maggiore, oininore distrazione , ed osando cale- 
nette , r inflessibilità delle loro parti le rende incapaci di ben 
adattarsi allo stiletto : oltre che questo non essendo un pun- 
to , come richiederebbesi pel concorso in esso de’ due fili , 
che nè tampoco sono due linee rette geometriche , la curva 
descrìtta non può geometricamente considerarsi per quella 
sulla cui proprietà è stato congegnato lo strumento. Aggiun- 
gasi, che con tal meeeanismo solamente una parto ben limita- 
la se ne ottiene nella parabola, e nell’ iperbole. 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

FBOSLEMA. 

507. Posti gli stessi determinanti , ebe nel pro- 
Llema precedente j descrivere per assegnazione di 
punti la curva conica richiesta . 


Sia AB [ Pg. 64 - ] l’ asse della curva conica da descriver- 
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ÉÌ , ed A il Terlice , F il fuoco corrispdndetite . Si assegni 
nella AB il puolo di sublimità D di tal curva ; ed applicala 
pei fuoco F r ordinata FM , giungasi la DM , cba dinoterà , 
nella curva da descriversi, la tangente per 1’ estremo di lala 
ordinala ( 96 , 151 , 300 ) . Indi si applichino nell’ angolo 
BDX le rette FN, pn, ec. perpendicolari alla DB , e dal con* 
tre F , con gl’ intervalli uguali rispettivamente ad esse FN» 
pn, ec. , si vadan descrivendo cerchi ; i puitti R, r, ec. dove 
qneati intérsegaao le corrispendcntà applicate FN, pn,cc. , si 
apparterranno alla curva da descriversi (105, 197, 317. ) : 
che però essa sarà quella , che si condurrà per la serio di. 
punti prossimissimi 1’ un l’ altro cosi determinali. Ed è chia- 
re , che il punto A debba esser limite delle applicate . 

508. Seca. 1 . Tutti que’ determinanti da’ quali pnd iàcif- 
mente pervenirsi ad esibire i quassù richiesti, per la descri- 
zione di una curva conica , saranno sufficienti all’ oggetto . 
Ond’ è, che con V ajuto de’§§. 93, 155, 282 , resta risolulo> 
il problema della descrizione di una di esse curve per qual- 
sivegliano diametri dati. 

509. 8coa.2.FerrelKsse può anche adoperarsi, io desoli^ 
verìa per punti , assegnali che ne sieno gli assi , il seguento 
elegantissime modo, con la semptice descrizione di cerchi . 

Fosti gli assi AD , BE [flg,63.] ad angolo retto nel lor»' 
punto medio C, si descrivano da essi come diametri i cerchi 
DMA , BNE, e tirato nell’ esteriore il raggio CNM , che se- 
gni nell’ interiore il punto N , tirisi dal punto N la NF per- 
])cndicolarc all’ ordinata MR nel cerchio esteriore ; il punto 
F, ed ogni altro similmente determinalo si apparterrà all’ el- 
lisse richiesta . 

Diu. Imperocché essendo la NF parallela alla CR sta MJt : 
BF :: MC : CN , cd MB’ , o DBA : PB* MC’ : CN* :: 
AD’ : BE’ ; e però il punto F appartiene all’ ellisse degli as- 
si AD , BE. 
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PROPOSIZIONE XXXIX. 

rkOBLBHA. 

5 1 o. Descrìvere un’iperbole, che abbia per àssin* 
loti i lati dì un dato angolo , e passi per un punto 
dato dentro di esso. 

Questo problema, ebe per ragion di metodo si è qui ennn* 
ciato , si trova già risoluto nel §. 283. 

PROPOSIZIONE XL. 

^ PBosLenA. 

5 1 1 .Descrivere la sezione conica , che abbia il 
punto F Ifig. 66.] per fuoco , la reità Q per para- 
metro jirincipale, e tocchi in M la data retta AP. 

Congiungasi la retta FM , e poi si tolga in essa la ME 
uguale ad '/.Q ; da’ punti £ , M sì elevino le rette £N , MN 
rispettivamente perpendicolari alle MF, MA; e dal punto 
N , ove quelle si incontrano , si tiri ad F la retta NF . 'Di 
poi al punto M della MP si faccia l’ angolo PMV ugnale al- 
r altro AMF . Che se la retta MV concorra colla FN in V , 
si di sotto del punto N ; dovrà in tal caso descriversi un’cl* 
Fisse co’fuochi F, V, e coll’asse maggiore ugnale ad FM-f-MV; . 
c si dovrebbe descrivere co’ fuochi F , Y , e coll’ asse pri- 
mario quanto la MV — MF un’ iperbole , se il punto Y sia- 
ne al di sopra del punto N . Finalmente, se la MY risultasse 
parai lela alla FN , dal punto M si abbassi la MK perpendi- 
colare ad FN, e facciasi la KB terza proporzionale dopo le 
rette Q , MK ; sarà B il vertice principale della parabola dà 
descriversi , BN il suo asse , e Q il parametro di esso . E 
tali cose sono chiare dalle proprietà di queste curve « 
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512. Def. ni. La locale de’ centri de’ cerchi o- 

sculatori di una curva .suol dirsi l’ evoluta di questa^ 
di cui la proposta curva è la descritta dall' evolu- 
zione . ' ■ 

51 3. È chiaro , che t raggi di oscalo di una curva debbano 
rUuIlar tangenti dell' evo/u(a di essa . 

514. ScoL. Per formarsi un' idea di queste denominazioni 
adottate dall’ Ugenio ( Uorol. oscill. pari. III. def.S ,'e 4) , 
s’ intenda un Ciò disteso sulla convessità di una curva, svol- 
gersene da un suo estremo in modo , che la parte svolta ri- 
manendo sempre tesa , rappresenti la tangente della curva 
nell’ altro estremo ove esso continua la sua applicazione al- 
la curva ; è chiaro , che da quel primo estremo si verrà a 
descrìvere no’ altra curva , di cui ciascun elemento si con- 
fonderà con r archetto dì cerchio descritto col raggio il Ciò 
aittllo ; che però le grandezze di questi rappresenteranno i 
raggi de’ cerchi osculatori della curva, la quale dicesi descrit- 
ta dati evoluzione ; e la proposta -, ove termioansi tutti que- 
sti raggi , n’ è r evoluta * . 

515. Con. Rilevasi pur &cilmente dallo scolio preceden- 
te , che l’ evoluta , e 1’ altra che si ha daW evoluzione deb- 
bano risultar cave da una stessa parte ; poiché le tangenti 
questa dovendo cadere al di fuori di essa , la sua toncav ita 
dee però rivolgersi verso i centri de’ cerchi osculatori , che 
costituiscono I’ evoluta, le cui tangenti ne’ punti che rappre- 
sentano i centri suddetti , dovendo cadere tra il raggio oscu- 
btore , e V evoluta., deve però questa rivolgerle la sua con- 
vessità ; e quindi procedere con la sua curvatura nel verso 
stesso , che 1’ altra curva dall’ evoluzione . 

* Essendo invalso presso ■ geometri I' uso di cosi appellarle , biso- 
gna ben ritenere tali denominazioni : ma in rcallì quella che diccsi 
tvclula dovrebbe piuttosto dirsi invotula , perchè su di ossa invol- 
gesi il Glo -, ed alla deimlla dall evoluzione converrebbe il nome di 
erolula , perchè generata dallo svolijimente del Glo. 
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Scolio cenebale. 

510. Per le precedenti assegnazioni delle curve coniche 
esigesi , che ne sieo dati gli assi; e ciò non risultando sem- 
pre dalla riduzione delle analisi de’ problemi , pervenendosi 
il più delle volle a due diametri conjugati in dato angolo , 
r è però necessario, che da questi a quelli si faccia passag- 
gio . Or sebbene sieei già veduto il modo di ottenerlo , q^l- 
le proposizioni 17. I. , 14. II. e 2G. Ili, e che siensi anche 
aggiunte le note per più chiaramente specificarlo ; pur tutta- 
via costituendo gran pregio della costruzione di un problema 
wlido , per l' elegante soluzione di esso , che quel passaggio 
eseguasi sulla stessa figura, o continuando lo sviluppo della 
riduzione, o nel principiar la «ostruzione, soggiugneremo qui 
il seguente problema , per ciò ottenere nell’ ellisse , e l’ i- 
perbole ; poiché nella parabola una tal cosa risulta evider- 
temente dal $. 94 ; tanto più che già avevamo ciò accenna- 
to nella nota alla prop. 14. II , e 26. III. £ per compimento 
di dottrine vi aggiugneremo il problema inverso ; . ed ancora 
tto altro caso , che può talvolta occorrere. 

PROPOSIZIONE XXXIX. 

PROBLEUA. 

5i 1 . Dati di grandezza , e posizione due semi- 
diametri conjugati di un’ ellisse CM, CD j determi- 
nare la posizione de’ suoi assi. 

Soznz. Dal centro C \fig. €6.} , si elevino all’ uno de’ se- 
midiametri dati CM , ed a parti opposte , le perpendicolari 
CG, CG' uguali fra loro, ed a CM ; e congiunto il vertice D 
dell’ altro semidiametro dato co’ punti G , G' con le DG , 
DG' , si tirino a queste da C le perpendicolari CV , CV'. Le 
bisecanti dell' angolo VCV', c del suo supplemento indiche- 
ranuo la posizione degli assi. 
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l)ju. Suppongasi descritta i' ellisse MDN da’ dati semi* 
diametri conjngnti , e sia MGN'G' il cerchio del centro C , 
c del raggio CM ; ed a queste duo curvo sieno tangenti co- 
muni le QFC , Q/e , die deblmno (386.) nsnltar parallele 
n' lati LG, LG' del paralklogrammo, die ha per diagonali i 
dianielii loro D1»',GG', conjiigalì al 'diametro comune MN . 
■Cil'iidi le CV , CV , die sonoai tirale perpendicolari alle 
LG , DG', dovranno passare pe’ ooniatti E , e dì quelle tan- 
genti comuni col cerchio, hit! in conseguenza le posizione di 
uro degli assi sarà indicala dalla QC , dio biseca 1’ angolo 
tOe , ossìa I' angolo VCV" ; e la bisecante del supplemento 
dinoterà però la posizione dell’ asse conjugalo. — C. B. t\ 
bl2. Scoi..1. Dopo ciè la grandezza degli assi può, otte- 
nersi iiiediaiilo la prop.x-iv. lib.ll. : ma casa può anche facil- 
mente assegnarsi sulla stessa figura ^poiché basta pel paolo M, 
per esempio, condurre tra gli assi la HM/i parallela al dia- 
metro dell' ellisse UD' , e compiuto il rettangolo tro- 

vale le CY,CX medie proporzionali f una tra lo CU, Gli, 1 al- 
ti. a tra le C/i,Ci ; saranno le CY,CX i semiassi cercati (138). 

òI3.Scol.2.Sc la curva cui si appartengono i dati semìdia- 
nielri conjugati fosse iperbole, la posizione degli assi rimane 
immediatanunle determinala dalle note proprietà degli assiti- 
loti, come, in falli, vedesi praticalo nella prop.zxvi lib.lll. 

PROPOSIZIONE XL. ' 

PROBLEMA. 

5 14. Dati gli assi (li un’ellisse, odi un’ iperbole j 
determinare, in ciascuna dì tali curve, la posizione 
de’ diametri conjugati in dato angolo. - ' 

W 

' 1 L' ■ , 

Sicoo YY', XX' [pg-67.'] gli assi, e sopra V un di essi de- 
scrivasi il segmento di ceicbio YRY', capiente l! angolo da- 
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• ne sia 0 il centro ^che «tara sull’ altro asse. Ciò posto 
sia CZ il seoiiparamelro del primo asse , ed ia ordine a ZY , 
ZY! , o CO si trovi la quarta proporzionale OL, cbc si tagli 
sulla OX , da 0 verso C ; iodi da li si tiri la I\M parallela 
alla l’T* , che generalmente iotersegherh il cercliìo in due 
punti M , R dati' un de’ quali R si conducano ad Y , Y' Is 
RY, RY'. Lo rette CG , CU, eoodolte da C pe’ punti medii 
a , b delle RY, RY', dinoteranno la posizione de’ semidiame- 
tri, che comprendone)' angolo GCD uguale a) dato YRY''. 

UiH. Imperocché ò in prima evidente , che questi angoli 
sieoo tra loro ugnali , a cagione del parallelogrammo Ra(]^. 
K se compissi il cerchio , e vi' si tiri la corda UVT parallela 
alla ex , e la OS parallela alla YY' , essendo 
OL : OC :: ZY' ; ZY 

avrassì 

OL + OC : OL — OC t; ZY'-f ZY : ZY^ — ZY 
ossia \T ; >11 :: CY' : CZ 

Ma sta pure 

VT ; VB :: VTx VR : VR’ :: VYx VV : VR’ 
cd ò di più CY : CZ :: CY' : CX' (IA6,260) 
Quindi sarà VYxVY' : VR’ CY' ; CX’ 

U’ onde risulta , che il punto R appartcng.a alla curva conica 
descritta co’ semiassi CY, CX ; che però, feC«, C5, le qua- 
li passano pc' punti medii dello RY , RY' dinoteranno (141, 
261.) la posizione di due semidiametri conjugaii delia curv‘>' 
stessa , i quah già comprendono uu angolo aguale al dato. 

515. ScoL. L’altro punto d’ intersezione M , che soddi- 
sfa alle medesimé condizioni , risolve dcL pari il problema , 
c perciò somministra due altri diametri conjugaii, diversi 
da’ primi , che comprendono, pure ua angolo aguale al dato . 
Ond' è , che tanto nell'ellisse , che nell' iperbelc vi ho due 
Coppie (ti d'ranstrì cenjiigaù , cbc conipticndoito uu angolo 
■‘'lesso ; cd è evidente , che i medesimi sicno sempre simrac- 
tiicamcDle posti rispetto agli nss'i. 
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PROPOSIZIONE XLI. 

PROBLEMA 

5 1 6 . Dato un diametro AB di un’ ellisse, o iper- 
bole [fig.&ò.'], e dati due punti E,F di essa j deter- 
minare la grandezza, e posizione del suo conjugato. 

SoLuz.Da’ due punti dati E , F , e dagli estremi A , B del 
diametro dato, si formi il quadrilatero ARPB , i cui lati op- 
posti a’ ÌDC0nlrÌB0 in H, G, e le diagonali AF , £B in P ; si 
unisca la GP , e pel punto C medio di AB si conduca la pa- 
rallela alla GP, che incontri in M,N le due rette, che daH’na 
de' ponti dati vanno agli estremi del diametro AB. Trovata la 
CD , media proporzionale tra le CM, CN, sarà essa il semi- 
diametro conjugato ad AG. 

Dim. Imperocchà risulta da’§§. 90, 173,293, che la GP sin 
la polare del punto H ; e però il conjugato di AG dovrà es- 
ser parallelo a questa retta. Ciò premesso, suppongasi al pun- 
to F applicata la tangente , che incontri in R , S le tangen- 
ti pe’ punti A , B ; sarà BSx AR quanto il quadrato del se- 
midiametro conjugato a CA . Or si unisca CS ; questa retta 
bisecherà la FB , e sarà perciò parallela alla .AF . Laonde i 
triangoli ACN, CBS saranno eguali, e simili ; e sarà quindi 
BS = CN . Nella stessa guisa si conchiuderà AR = CHI ; c 
però si avrà BSx AR = CD^. Ed in conseguenza sarà GD il 
conjugato di CA. 

PROPOSIZIONE XLII. 

PROBLEMA. 

517. Descrivere un’ iperbole , che abbia per as- 
sinloii i lati di un dato angolo , c passi per un pun- 
to dato dentro di esso . 
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Questo problema , che per ragion di metodo si è qui enun- 
ciato , si trova già risolato ncl§. 283. 

518. Continueremo r argomento della descrizione delle 
curve coniche, con esibir qui quella delle loro evolute ; ripi- 
gliando così , e compiendo le ricerche sul raggio d’ osculo 
già trattate nel capitolo precedente, e come ivi avevamo pro- 
messo di fare. 

Si^.Def.iii. La locale de’centri de’ cerchi oscu- 
latori di una curva sucd dirsi l’ evoluta di questa j 
che n’ è la descritta dall' evoluzione. 

520. Scoi. L’ accuratissimo Ugenio adottò tal denomina- 
zione partendo dalla seguente genesi relativa di esse curve- 

Salla convessità della curva BCDEF . . . [ fig.69.'\ •’ in- 
tenda adattato il filo ABCDEF .... il quale se ne vada poi 
svolgendo dall'estremo A, tenendolo sempre leso, e tangente 
la curva BCDEF ... ne’ ponti B, C, D, E, F . . . dove sia 
pervenuto lo svolgimento ; si verrà da quell’ estremo A del 
ilo a descrivere una curva AHIR . . . , eh’ è la descriUa 
dall’ evoluzione, mentre la curva BCDEF. . . n’ è l’ evoluta*. 

521. Con. 1-. £ chiaro , che la curva AlllK . • detcrtUa 
dalC evelusione risulterà da tanti archetti di cerchi de raggi 
BA,CH,DI,EK . . . , che avranno però in tali punti la me- 
desima curvatura della curva AIllK • . • » e che quindi ne 
saranno i cerchi oscnlatori in qne’ punti . E viceversa , che 
r evoluta BCpEF risulti dagl’ intervalli successivi tra’ raggi 
di osculo AB , IIC , ID, RE ... ; vale a dire dalle rctlic- 
ciuole BC , CD , DE . . .. , che sono il prolungamento del- 
l’ un raggio di osculo, finché incontri il prossimissimo ad es- 
so. E da ciò risalta evidentemente , che : 

I. he tangenli dell’ evoluta prodotte fino alla curva descrit- 
ta dalF evoluzione , sono i raggi di osculo rispettivi di questa j 

e però perpendicolari ad essa nc' punti ove t incontrano, 

•\ 

* Sor, cicill. pari. JJI. dtf. S , e 4. 
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II. GVi eslremi de raggi di osculo della curva ikscritia dal- 
T evtluiione debbono allogarsi neW evoluta di essa. 

Le quali due illazioni furono dall’ Ugenio, e da Giovanni 
l^ernoulli dimostrale. 

522. Con. 2. È facile ancora comprendere , clie 1' et»o- 
lula ) e r altra che si ha daW evoluzione debbano risultar ca- 
ve da una stessa parte ; poiché le tangenti questa dovendo, 
cadere al di fuori di essa , la sua concavità dee però rivol- 
gersi verso i centri de’ cerchi , che costituiscono l’ evoluta , 
le cui tangenti ne- punti che rappresentano i contri suddeb- - 
tl , dovendo cadere tra il raggio osculatore , e l’ evoluta , 
deve però questa rivolgerle la sua convessità ; e quindi pro>- 
cedere con la sue curvatura nel verso stessa , che l’ altra, 
curva dall’ evohitioBa. ‘ 

'523. Cor. 3. Sia EK una tangente dell' evoluta in no pun- 
to qualunque E , prodotta in K fino idia curva nata daU'evo- 
luzione ; l’ intera EK pareggiando la lunghezza del filo, che- 
avvolgeva la curva dal punto E al ponto B., insieme con la 
Inoghezsa -AB, tagliando KAr opale ad AB , rimarrà la ret- 
ta EX: opale all’ arco EB dell’ evoluta. Nel modo stesso, se 
sopra un’ altra tangente Bl, appartenente ad un ponto D, ai- 
tagli Hi ugurde ad AB , sì vedrà la retta Di uguale all* areo. 
DB ; c però I’ arco DE diCfereuza degli archi £B , DB sarà, 
quanto la differenza delle rette AtE ,tD ovvero quanto quel- 
la delle stesse KE, ID. Dunque > - • • 

Un arco- qualunque di un evoluta, é sempre ugtààh alla dif~ 
fìrensa delle tangenti pe suoi estremi, prodotte fino alla curva 
che risulta dalC evoluzione . 

Ed è poi chiaro che se sia data una curva e la sua evoluta,, 
potrà sempre assegnarsi una retta- uguale ad un anco qualun- 
que di questa. 
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PROPOSIZIONE XLIII. 

» ' «/ 

TtOBLEMA. 

5a4* Data una curva conica ; descrivere per as- 
segoazione di punti la sua evoluta. 

t 

Sotoz. Sia A [ fig.W. ] il rertice, ed AP V asse della se- 
zione coaica AHR , sul quale prendasi la AB quanto il se- 
niparametro corrispondente ; sarà i! ponto B il principio 
deir evoluta richiesta ( A58 , a 480 ) . Indi per un punto 
qualunque H della curva conica si assegni , con la costra- 
zìone esposta nel §. 467 , o nell’ altro 480 il centro C del 
cerchio oscnlatore di essa in quel punto ; si apparterrà un 
(al pnnto C all’ evoluta richiesta . E similmente per gli al- 
tri punti di questa. 

S25.ScoL.1.Se la curva sia parabola , rappresenterà BF 
lflg-70.'\ l’evoluta del ramo parabolico AR,ed al contrario la 
B/*, identica alla BF sarà l’ evolnta dell’ altro ramo paraboli- 
co Ar; e questi due rami di evolute, che si conginngono nel 
punto 6, ove l’ ascissa AB è quanto il semiparametro dell’as- 
se , e V ordinata è zero , procederanno all' infinito, del pari 
che sono identici, e procedenti airinfinito i due rami parabo- 
lici AR , Ar, ebe sono le curve descrille dqll’ evoluzione. 

526. Che se AR [fig. 7/.] rapprescuti un quadrante ellit- 
tico, è chiaro, che 1' evoluta BF debba avere l’ altro estremo 
suo in quel punto F dell’ asse minore , che ràppresenta il 
centro del cerchio oscnlatore in R, e però essere laRF quan- 
to il semiparamelro dell’asse minore . E lo stesso punto F si 
apparterrà ancora all’ altra evoluta del quadrante elliltico la- 
tei ale hR . Ed operando , e ragionando allo stesso modo , 
po’ due quadranti dell’ altra semiellisse Ara , si otterrebbe- 
ro le evolute per essi : e tutte quattro queste comprenderan- 
no un quadrilatero co’ quattro lati identici. Sicché le qual- 



a3o 


della esibizione 


tro cToInte suddelle sono lermioate , del pari che i qaadran-^ 
ti clliuici cui oppartcngono, e rappresentano una figura chiu- 
sa del pari che f ellisse ; se non che in questa le quattro 
parti della curva riguardano il centro con la loro concaTÌtà , 
mentre in quella la riguard^o per la convessità. 

527. E sarà facile rilevare, con lo stesso ragionamento , 
che nelle iperboli opposte , i quattro rami di evoluta , per 
ciascun ramo iperbolico, a destra, o a sinistra dell’asse, sieno 
pure identici, ma indcGniti, corno il sono i rami iperbolici;e 
iinaluienlc eh’ essi riguardino il centro con la loro concavi- 
tà, mentre i rami iperbolici lo riguardavano per la convessità. 

528. Inoltre riferendo, nell’ ellisse , e nell’ iperbole, le a- 


a il semiasse maggiore , per c il minore , e per p il semipara- 
metro , l’ eccentricità per c , sarà per la prima di tali cur- 
vo la massima ascissa GB [ fig Ji.} = o — p , ove susti- 


però la mauima ascissa sarà terza proporzionale in, ordine 


nata FC essendo uguale a FR — CR , cioè al ra^ìo oscu- 
latore in R , toltone il semiasse minore , ossia eguale ad 


dinaia sarà terza proporzionale in ordine al semiasse minore , 
ed all' ecetnlrìcilà . Le quali due verità tiovavansi dall' U- 
genio assunte nella prop. IO. della part. III. del suo //oro/. 
oscillat., sebbene sienvi in altro modo espresse. 

529. Similmente nell’ iperbole la massima ascissa dal cen- 
tro , corrispondente all’ ordinata zero nell’ evoluta, vien rap- 
presentata da o -f p = — i ^ ^ ^ pep 5 ^ 55 ;^ ri,ul_ 

ta , come nell’ ellisse si è poc’ ami veduto , terza proporzio- 
nale in ordine al semiasse , ed all eccentricità , 


scisse dell’ evoluta al centro di tali curve , ed indicando per 


tnendo a p l’equivalente sarà GB = 


o’ — c* e* 


e 


a 


a > 


al semiasse maggiore, ed all eccentricità . £ la massima ordi- 


o’ 

f , 

e 



« 
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SEZIONE III. 

Deir esibizione di una curva conica 
per condizioni date. 


530. Come è «tato già detto nel §. 488 , i problemi per 
la descrizione delle curve coniche possono anche avere uli 
determinanti , che da questi possa pervenirsi a quelli , per 
V immediau loro descriaione, considerali nelle ptoposiaioni 

37 , e 38. ‘ 

531. I principii su cui abbiamo' fondale le presenti ri- 
cerche sono desunti da quel teorema conosciuto col nome di 
esagono mistico del Pascal , da cui abbiamo derivalo , con 
grandissima facillà le soluzioni de’ problemi che Iratlcre- 
mo , ed una mirabile uniformità di esse. E potrà con lo stes- 
so vantaggio adoperarsi in quelli altri problemi di siffalU 
specie , che tralasceremo , per non essere infiniti , sembran- 
doci di aver già ecceduti di molto , in questo libro IV. , i 
limili di un’ opera istituzionale . Per siffatta ragione abbia- 
mo dovuto premettere alle presenti ricerche un td teorema, 
non sol poco nolo ; ma anche, da coloro che lo avevano indi- 
cato o affatto lascialo senza dimostrazione , o con darla in 
modo* poco'conficenU alla Geometria cui si appartìeno . 

t ' 

PROPOSIZIONE XLIV. 

TEOBCKA X* FONDAMENTALE* 

53a.I tre punti di concorso dolati opposti di un 
esagono iscritto in una curva conica sono in linea 
retta. 

Dm. Sieno A, B, C, D, E, F [ fìg. 75. ] sei punti comuu- 

i5v 
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quc presi in ima sexione conica , e congiunti a due a due , 
con queir ordine che piaccia , sicché risulti una figura e- 
sagona ATCDEF ; e sieno P,Q,R i tre punti in cui s’ incon- 
trano i Iati di questa rispettivamente opposti AB, DE ; BC , 
EF ; CD , AF. Inoltre sieno AD , BE , CF le tre diagonali 
dell' esagono, ed X, Y, Z i loro poli rispettivi. E poiché le 
diagonali AD, BE formano co’ due lati opposti AB, DE il 
quadrilatero iscritto ABED ; perciò i tre punti X, P, Y sta- 
ranno in linea retta (n.xi. nota al §.5.jiJ.E cosi vedrassi, che 
stieno per dritto i tre punti Y,Q,Z, al pari degli altri X,Z,R. 
Ciò posto, per le estremità di un lato qualunque AB dell’ e- 
sagor.o, si tirino le tangenti AT,BT,clie passeranno l'uiia per 
X, l'altra per Y.Ed essendo T,Z poli rispettivamente di AB, 
CF, lati opposti del quadrilatero iscritto ABCF , se 11 sia il 
punto di concorso dogli altri due luti BC, AF ; i tre punti 
II, T, Z staranno in linea retta. E però conduccndo por Z, e 
fino alle AF, BC, lati dell’ esagono contigui ad AB , le ZK, 
ZG, parallele alle tangenti TA, TB ; i triangoli BTA, GZK 
risulteranno simili, e siiuilnieote posti tra loro, e quindi ad 
LXA (tirando XL parallela alla stessa TB,e fino al lato AB). 

Intanto essendo simili i due triangoli QBY, QZG sta 
QY : QZ :: BY ; ZG 

Ala tirata la ZI parallela alia PY, e fino ad incontrare la PQ 
nel punto I , sta pure 

QY : QZ PY : ZI 
Starà dunque BY : ZG PY : ZI 
d' onde risulta , che , congiunta la Gl , sia il triangolo GZI 
simile a BYP , e quindi ad LXP . Ma sono i lati XL , XP 
paralleli a ZG, ZI ; dunque le loro basi LP,, Gl saranno pa- 
rallele ; ed in conseguenza il punto I cadrà sulla Gli . Dopo 
ciò si vedrà esser anche simili i triangoli PXA, IZK , ed es- 
sendo per dritto i Ire punti X,Z,R, staranno anche per drit- 
to i tre punti P, I, R . Ala il punto 1 sta sulla PQ. Adunque 
i tre punti P , Q , R staranno in linea retta. — C.B.D. 
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533. Con.l. Suppongnoiii fissi sulla curva soli cinque pun- 
ti A, B, C, D, E ; Jc' ire punii P, Q , B rimarrà fisso il so- 
lo punto P , e però facendo variare sulla curva stessa il sii» 
del sesto punto E , si avranno infiniti esagoni iscritti in es- 
sa, pe' quali il punto P si troverà sempre per drillo cogli al- 
tri due punti Q,B, concorsi de'rimanenli lati opposti BC, EF; 
CD , AF . Se il sesto punto F si prendesse fuori della curva , 
come in F', i tre punti non più potrebbero star per drillo ; 
poiché l'incontro di CD, e di AF' , non può avvenire sulla 
FQ. Dunque afiìnchò sei punti possano trovarsi sopra di una 
sezione conica si richiede , che i tre punti di concorso de 
lati opposti dell' esagono , che ne risulta congiugncudaU , 
trovino in linea retta : ed unica sarà la curva , che passeri, 
allora per essi; perchè una volta descritta, nessun altro pun- 
to potrebbe prendersi al di fuori , sicché co’ rimanenti cin- 
que possa dare un esagono con la condizione preseritta . E 
poiché, dati cinque punti , può sempre trovarsene un altro , 
sicché i lati opposti dell’ esagono, che ne risulta , sileno per 
dritto ; così per cinque pnnti , tre de’ quali comunque presi 
non isticno per dritto, potrà sempre farsi passare una seziono 
conica ; la quale sarà anche unica , perché ovunque stia il 
sesto punto , non può uscire dal suo perimetro . 

534. Con. 2. AI contrario , se i punti po’ quali voglia farsi 
passare una sezione conica fossero solamente quattro ; sic- 
come in modi infiniti può prendersi un quinto punto , e de- 
scriversi una curva tra questi cinque punti , così é chiaro , 
che non una , ma infinite sezioni coniche possoim farsi passare 
per quattro punti. Il che conferma ciò ibc fu dedotto nel cor. 
al §.338. 

535. Coa. 3. Se due do’ lati opposti dell' esagono, co- 
me AF, CD \fig. 75.] , sieno tra loro paralleli, la PQ risul-. 
terà parallela a’ lati medesimi . 

536. Con. 4. Se due vertici contigui drlL'' esagono, come 
E, F [ fuj. /•/.] , si riuniscano in un sol punto , il b ioEF 
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ti cambicrh nella tangente QE ; ed i tre pnnli P , Q , R non 
cesserannodi star per dritto. E perchè iu qnesto caso l’esa- 
gono riducesi al pentagono ABCDE, per qualunque de’ due 
rertlci contigui della prima figura ; perciò : 

Se un pentagono sia iscritto in una sezione conica ; il pun- 
to d' incontro di un lato qualunque di esso con la tangente net 
rertice dell angolo , che gli è opposto , starà sulla retta, che 
unisce i due punti di concorso de’ lesti intorno a quest’ angolo 
co' rimanenti due lati, che sono ad essi rispettivamente opposti, 

537. Cor. 5. Risulta ancora dal precedente paragrafo 

I. Che una sola sezione conica può descriversi, che passi 
per tre punti dati , e tocchi una data retta in un punto dato . 

II. E che infinite seziom cam’cAe possono descriversi, eh» 
pastino per due ptMti dati , e tocchino una data retta in tift 
punto dato. 

PROPOSIZIONE XLV. 

TEOREMA li. rOKOAUENTALE. 

538. Le tre diagonali di un esagono circoscritto 
ad una sezione conica si tagliano in un sol panto. 

Dim. Sia STUVXY [ fig. 75. ] un esagono circoscritto ad 
nna sezione conica ; A,B,C,D,E,F sieoo i sei punti di con- 
tatto de’ suoi lati con la curva , ed SV, "TX, UY le sue dia- 
gonali . Formando da’ punti di contatto l’ esagono iscritto 
ABCDEF ; i suoi lati opposti concorreranno in tre punti P, 
Q, R situati per dritto ( teor.prec. ) . £ poiché la diagona- 
le SV passa pe’ poli delle AB, DE, che si riuniscono io P ; 
sarà SV la polare del punto P (n.r. nota al §.83.) . E simil- 
mente le altre due diagonali TX , UY saranno le polari de- 
gli altri due punti Q, R. Laonde essendo i tre punti P, Q, R 
in linea retta , le diagonali dell’ esagono circoscritto SV,TX, 
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UY polari rispellire de’ pnoti islessi s’ ÌDlersegheranno in nn 
medesimo punto (n.ir. nota cit.). 

539. CoR. 1 . Se due de’ lati coatigai dell’ esagono eosti- 
tniscono un angolo si ottuso , da esser quasi una linea sola, 
come le UT , UV [ (ig. 76. ] ; in (al supposizione i due 
contatti C , D sì uniranno in un sol punto col rertice U , e 
r esagono si ridurrà al pentagono circoscritto STVXY ; e la 
UY, che congiunge il vertice Ycol contatto U si taglierà sem- 
pre nel medesimo punto colle SV,TX. £ questo ragionamen- 
to esteso agli altri contatti , ne risulterh ^‘«lie : 

Se un pentagono è circoscritto ad una sezione conica ; la 
eongiungcnte del vertice di un angolo qualunque col contatto 
del lato., elle gli è opposto,, si taglierà sempre nel punto stesso 
colle rette , che sottendono i due angoli , cui é comttne il lato 
medesimo. 

540. Con. 2. Qui pare può dedursi , come nella prop.prec. 

I. Che un esagono, per poter essere cireoscrittibile ad una 
sezione conica dev esser tale, che le sue tre diagonali si tagli- 
no in un punto. 

II. Che una sola sezione conica possa descriversi tangente 
cinque rette , tre. delle quali comunque prese non concorrano 
in un medesimo punto. 

III. E che-infinite sezioni coniche possano descriversi tan- 
genti quattro rette. 

PaOPOSIZIONE XLYl. 

PROBlElia. 

541. Descrìvere la sezione conica, che passi per 
cinque punii dati A, B, C, D, E [^g.77.]. 

Cominciando da qualunque de’ ponti dati, si eonginngano 
successivamente le AB , BC , CD , DE , e le due rette estre- 
me AB, DE producansi fino a riunirsi in F. Indi preso sulla 
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£C (iD qualsivoglia punto Q, si unisca la PQ , che incontri il 
terzo lato CD in 1\ , d onde a’ punti estremi A , E si tirino le 
I\A , QE ; la loro intersezione F sarà un sesto punto della 
sezione conica cercata. E così prendendo altri punti diversi 
da Q,si avranno tanti punti quanti se ne vogliono della stes- 
sa sezione conica. Quindi essa potrebbe , per tal modo , ri- 
sultar descritta per punti. 

Ma volendone assegnare il centro, e gli altri determinanti 
per la sua descrizione , a fin di ottenerla ne' modi prescritti 
nella tezionc li. , tirisi la AF parallela al lato BC , che in- 
contri la CD iu R ; indi congiunta PR dal punto Q ov’ essa 
incontra BC , si tiri ad E la QEF , le BC , AF saranno due 
corde parallele della sezione conica ; ond’ è che il suo cen- 
tro dovrà trovarsi sulla MN , che passa pe’ loro punti me- 
dii . Dopo ciò potrà tirarsi la AF' parallela al lato seguente 
CD; ed in tal caso conduccndo per P la parallela alla stes- 
sa CD, che incontri in Q' il lato BC , congiunta la Q'E, che 
incontri quella parallela inF', la TU, ehc unisce i punti me- 
dii delle corde CD , AF', passerà del pari pel centro . Ond’ ò 
che questo punto risulterà dairinlersezionc 0 delle MN, TU. 
Ritrovato il centro 0 si verranno ad avere diversi diametri, 
c punti delle curva ; quindi per la prop. xli. si avrà la po- 
sizione, e grandezza di due diametri conjugali ; ed in con- 
seguenza dalla prop. xi. si ricaverà la grandezza, c posizio- 
ne degli assi ; e la curva potrà allora venir descritta . 

542. Scoi,. 1 . Se le rette MN , TU , che passano pe’ punti 
medii delle corde parallele , c che han servito a determina- 
re il centro 0, risultassero parallele , la sezione conica sarà 
paralMla ; e dalla posizione de’ punti, e più di tutto da quel- 
la del centro rispetto ad essi , si vedrà tosto se la curva 
debba essere un’ ellisse ovvero un’ iperbole. 

543. Scoi. 2. Anche prima di determinarsi la posizione del 
ceutro , jmù trovarsi , ove occorra, la tangente in ciascuno 
de punti dati . liupcroccbc compiuto il pcuUgoao ABCl)E 
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[ pg.74, ] , se , p. e. , sia E il punto , in cui si voglia la 
tangente , si produrranno (536.) le CD , AE fino a riunirsi 
in R , e le AB , FD in P ; indi congiunta PR , che incontri 
la RC io Q, si tirerà la QE ; sarà QE la tangente della curva, 
esibita anche prima di assegnar qncsla . 

PROPOSIZIONE XLVII. 

PROBLEIìA . 

• ,é. 

544* D^nvere la sezione conica , che tocchi 
cinque rette date . 

Le date rette si producano fino a che riunendosi ne’ pnnli 
S,T,V,X,Y [fig.78.] forraiuo il pentagono STVXY. Sotten- 
dendo due angoli contigui di questo , come quelli in T, V, 
con le rette SV, XT, e poi pel punto K , in cui queste s’ in- 
contrano, tirando al vertice Y dellangolo opposto a TV, lato 
comune a' due primi angoli, la YKC; sarà (539.) C il punto 
di contatto della sezione conica cercala con questo lato TV. 

E determinando nel modo stesso gli altri contatti B,A,F,E 
cogli altri lati, si avranno cinque punti A, B, C, E, F della 
curva, e quindi il problema troverassi ridotto al precedente. 

Se non che, nel presente caso, il centro può aversi imme- 
diatamente ; poiché tirando due qualunque delle corde di 
contatto AB , BC , il centro 0 , risulterà dalle intersezioni 
delle SO , TO condotte pe’ vertici S , T degli angoli sottesi 
da quelle corde , a'punti medii M, N di queste. 

S c o L I o I. 

5^(5. È evidente, che le costrnzioni le quali risultano pe’ 
due precedenti problemi , possono variarsi , e modificarsi a 
piacere , ed anche rendersi più semplici a seconda delle di- 
sposizioni , e delle relazioni , che ne' varii casi possono esi- 
stere tra' dati. 
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S C O L 1 O II. 

546. Combinando i dall di essi due problemi , ae ne po- 
trebbero congegnare i segncnli altri 
Descrivere una sezione conica : 

ui.Cfie passi per quadro punti dati, e tocchi una retta 
di sito. 

\y .Che passi per tre punti dati, e tocchi due rette di sito. 

r. Che passi per due punti dati , e tocchi tre rette di silo . 

yi. Che passi per un punto dato,c tocchi quattro rette di sito. 

E questi problemi Irovansi risoluti dal Newton nella se- 
zione V. lib.I. de Princip. Mathcm. Ed in essi polransi con- 
venevolmente esercitare i giovani , in dedurne le costruzioni 
più facilmente , e con uniformità da principii stabiliti ne 
due teoremi fondamentali . 

• ' Inoltre considerando, che un de* punti dati avvicinandosi 

^ continuamente al prossimo ad esso , fino a confonderviai , la 

corda che gli congiungeva diviene tangente in quel punto fis- 
so , se nc rileveranno ancora i seguenti altri problemi 
Descrivere una sezione conica : 

Tii. Che passi per tre punti dati , e tocchi una retta di silo 
^ in tin dato punto, 

^ vili. Che passi per due punti dati, e tocchi due rette di sito, 

r una delle quali in un dato punto. 

IX. Che passi per un punto dato , e tocchi due rette di sito 
in punti dati. 

E potrebbero anche aggiugnersene altri, con altre combi- 
nazioni , come : 

Descrivere una sezione conica : 

X. Che tocchi tre rette di sito, due delle quali in punti dati. 

XI. Che tocchi tre rette di sito , ed aòbia un dato punto per 
centro. 

XII. Che passi per tre punti , ed abbia un dato punto per 
centro . 
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Xin. Che sia sUnife, e similmenle posta ad una data sezione 
tonica , e passando per ttn punto dato tocchi una data retta 
di sito in un punto anche dato. 

Ed altri di tal fatta . Ma noi tralasciando le solaaioni di 
tutti questi problemi ad esercizio de' giovani , dopo i prin- 
cipii stabiliti , recheremo solamente quella de’ seguenti, che 
servono di riduzione al problema inverso delle forze centrali 
nella vera ipotesi della gravitii decrescente come il quadrato 
della distanza dal centro delle forze. E per questa medesima 
ragione un’ altro ancora ne aggiogneremo , che il Newton 
assunse ne’ suoi Prindp. math. , per la soluzione del sud* 
detto problema di Meccanica celeste , senza aver nè ’men 
credalo doverlo premetter come lemma alle prop. 11, 12, 
13, della sez.3. lib.l., come in tanti altri rincontri era sta- 
to solito fare ; nè tampoco pensarono ad illustrarlo i comcn- 
talori perpetui di questo sublime lavoro, i quali per dir ve- 
ro lasciarono senza comento precisamente que’ luoghi di es- 
so , che più bisogno ne avrebbero avuto . £ questi due pro- 
blemi , qui geometricamente risoluti , verranno ancora sag- 
giali con l’Analisi algebrica nelle Sezioni coniche analitiche^ 
per servir sempre di confronto tra 1’ un metodo , e l’allro. 

PROPOSIZIONE XLVIII. 

MOSLEMA. 

547* Descrivere la sezione conica , con un dato 
parametro principale Q , ed un dato fuoco F , e 
che tocchi in un punto dato M la retta di sito AP. 

Conginngasi la retta FM [/?jf.75.],e poi si prenda in essa la 
ME uguale ad ’/iQ: da’punli E, M si elevino le rette EN,MN 
rispeltivamenle perpendicolari alle MF , MA ; e dal punto 
N , ove quelle si uniscono , si tiri ad F la retta NF . Di poi 
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al j.uiilo M Jtlla MP si faccia 1’ angolo PMV uguale all’ al- 
tro AMF. Che se la retta MV concorra colla FN in Y , al di 
sotto del punto N ; dovrà in tal caso descriversi un’ ellisse 
co’ fuochi F, V, coir asse maggiore uguale ad FM-^MV : c j 
si dovrebbe descrivere co’ fuochi F , V , e coll’ asse prima- 
rio quanto la MV — MF un’ iperbole , so il punto V siane 
al di sopra del punto N. Finalmente , se la MV risultasse pa-^ 
rallela alla FN , la curva da descriversi sarà parabola , ed 
abbassando dal punto M la MK perpendicolare alla FN , c ^ 
facendo KB leiza proporzionale dopo le retto Q , MK , ne 
sarà B il vertice principale, BN l’ asse , o Q il parametro di 
csso.E tali cose sono chiare dalle proprietà di queste curve. 

PROPOSIZIONE XLIX. 

% 

PnOBLEUA. 

548. Descrivere una sezione conica , Iti renale ab- 
bia un dato fuoco F, e tocchi in un dato punto M 
la rotta di sito AP , avendo ivi una data curvatura. 

Sol. Si eongiunga il dato fuoco F [fig.80i] col punto dato 
M nella tangente AP, e da tal punto elevala alla MP la per- 
pendicolare ME quanto il raggio dato di curvatura pel punto 
stesso, si abbassi da E sulla MF la perpendicolare EC, e dal 
punto C si tiri alla ME 1' altra perpendicolare Cl\ ; il pun- 
to R dovrà allogarsi nell’ asse della richiesta curva (477.) ; 
c, tirala la RV perpendicolare alla MF , ne sarà 2MV il pa- 
lametro priucipale (107,195, 3lG.). Laonde il problema si 
Sarà ridotto al precèdente . 

. SCOLIO. 

549.Conchiudcrcnio la presente sezione III. con ripetere 
in certo modo ciò, che altre volte 11 ’ è stato pure accennato , 





ddle curve coniche 


a4i 

cioè, elle i probleni per la descrizione deUe curve coniclic a 
dae classi possoosi ridurre . Gli uni della loro meccanica de- 
scrizione nel piano, cLe, come si è dello, può ollcnersl u per 
nolo continuo , o per assegnazione di punii. £ questi deb- 
bono considerarsi come il principio di risoluzione di qua- 
lunque quislione geometrica , o meccanica , ove cnirino a 
parte della sua composizione le curve coniclie. Gli altri so- 
no puri pcoldemi speculativi, ne’ quali propongonsi con dati 
determinanti a descrivere geometricaiDcnlc tali curve; e que- 
sti , per le ragioni precedentemente addotte , di quelli ban- 
Bo bisogno , se vogliansi ridui-re iu pratica , ed in uso . 

Che se tali determinanti sieno puramente posizionali, con- 
Ticne avvertire, che necessariamente essi debbano equivalere 
a cinque punti dati di silo, cioè cite la curva da descriversi 
debba in ultima analisi esser ridotta a possare per cinque 
punti d)ti. Imperocché r è già nolo, che quattro punti sola- 
mente non bastano a determinare una curva conica ; ma inG- 
BÌ(c diverse possono pc’ medesimi farsi passare (>'158 , 533, 
e 534. ) . Di tal che nel problema per esempi» del n. vii. 
^§.'54G.) la condizione , che la retta sia toccata io un dato 
punto di essa , equivale a due delemiinanti ( 537. ) ; e così 
degli altri. ^ 

550. Porremo termine al presente capitolo , ed al lib.IV. 
con riportare un importante teorema dovuto al Newton, che 
•on avrebbe meritalo di essere trascuralo ne' trattali delle 
ewrve coniche , per esser fecondo di veritè nuove , e della 
soluzione di difitcili problemà ; cd al quale premetteremo il 
seguente . 

L E M M A. 

\th\ .Se nt lati opposti lìF .,CE [Pg. 8 /.'] cU un quadpiìaie- 
ro BFEC si prem/uno due parli qualunque BP,CQ proporzio- 
tuili d lati stessi ; la conyiiingentc de' punti F , Q sarà bise- 
cata nel punto ov è incontrala dalla retta , che niiisce i pun- 
ti meda 0 , 2 degli altri due lati opposti BC, FE. 
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Dm. Sia Y il punto medio di PQ > e prodotti i Iati BF, 
CE fino a riunirsi in A , da’ punti O, V, Z si conducano tì 
lati stessi le parallele , siccbc compiasi la figura come si ve- 
de • Sarà chiaro, per questa costruzione , che sia AP dop- 
pio di AM , ed AB di AR ; ond’ è che sarà BP doppia di 
MR , ossia di VL . AI modo stesso si vedrà CQ doppia di 
VH , e starà perciò BP : CQ, ovvero BF : CE :: VL : VH. 
Identicamente si rileverà ancora BF : CE Z/ ; ZA. Laon- 
de si avrà VL : MI Z/ : ZA ; e da questa proporzione , 
per essere le VL , VH rispeltamenle parallele alle Zi, ZA, 
risulta che i tre punti 0 , V , Z sieno in linea retta ; vale a 
dire, che la retta OZ passa , come si è enunciato nel teo^^ 
ina , pel punto V medio di PQ . 

PROPOSIZIONE L. ‘‘ 

* • • 

TEOREMA. 

553. 11 luogo geometrico 4^’ contri delle infinite 
aezioni coniche , iscrittibili in un dato quadrilate-' 
ro completo * , è una retta data di sito , che passa 
pe’ punti medii delle sue tre diagonali 

Dim. Sia 0 [Pg-S^.l il centro di una sezione conica qua- 
lunque iscrìtta nel quadrilatero completo APDQFE , e sia 
RR' la retta , che passa pe' punti medii Z , V , U delle sue 
diagonali FE, PQ, AD. Sia inoltre GS la coagiungente i con- 
tatti dì due lati qualunque del quadrilatero colla curva , e 
pel suo centro 0 si tiri a GS la parallela BC , che si arresti 
tra’ lati dcU'angola GAS; sarà*** BP x CE = CQ X BF,e sla- 

* Più esatlameote si direbbe lezioni coniche tangcnli quattro retie ; 
ma per brevità usiamo l' altro modo , anche perchè geocralmeuto ri- 
cevuto . 

'■ i'td. il leor. a pag. u. Ante. 

*■' YiJ. il tcor. a pag. zix. Xoic. 
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rk BF : CF :: BP : CQ ; vale a dire, che le parti BP , CQ 
de’ lati opposti BF, CE del quadrilatero BCEF sono propor- 
sioeali a’ lati tiessi. Quindi, pel lemma precedente, la retta , 
che passa pe’ punti medii 0, Z de' rimanenti due lati opposti 
BC , FE , passerà ancora pel punto medio Y di PQ ; e pe- 
rò i tre punti Z, Y, Q sono per dritto \ c ne risulta, che il 
centro '0 della sesìone conica sia per dritto co’ tre punti Z, 
Y, C, cioè a dire esso si troverà sulla retta BR' , che passa 
pe’ ponti medii delle tre diagonali del quadrilatero — C.B.D. 

&{i3. Scol. Avremo altrove ripetute occasioni da mostrar 
r importanza di questo bellissimo teorema ; ma per ora fare- 
mo osservare, che per mezzo di esso il centro della sezione 
«onica tangente a cinque rette rimane immediatamente deter- 
minato, ed in modo diverso da quello prescritto nella prop. 
;tLvii. del presente libro ; bastando per ciò considerare due 
diverse combinazioni a quattro a quattro delle cinque rette 
date ; essendo chiaro^ che il centro debba risultare dalla in- 
tersezione delle due rette, che passano pe’ puuti medii delle 
tre diagonali de’ due corrispondenti qua^lateri. 


Fine del libro quarta. 
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' sezioni coniche 

Ziisao QinzffTO 

LA M1SUR.V PELLE SEZIONI CONICHE , E DE" SOLtW 
CHE DA ESSE SI GENERANO, 

CAPITOLO I. 

PnE?*onONI A QUESTO argomento. Ì<HÌ L 

1 Iti 

554. Dee. 1. Sé dann punto dì una carva oo»> 
pica si tirila semiordinaia all’asse, intomo’ 
le si aggiri con perfetta rivoluzione^ il trlliriéd* ter- 
minato da tal semiordinaia , dalla sua ascissa cotòr 
potatavi <lal vertice , e dall’ arco , eh’ è tra que^ 
rette , si chiamerà ConoiV^ ^ fiulido generato io 
tal modo . Ed esso si dirà parabolico , ellittico , o 
iperbolico, secondochè la curva generatrice sia una 
parabola , un’ ellisse , o un’ iperbole . 

5 {> 5 . Die. li. Una semiellisse terminata dall’ asse- 
maggiore, se aggiri» con {>erfeUa rivoluzione intor- 
no al detto asse j il solido , che si genera , si dirà 
sferoide . E se una semiellisse ternunaia dall’ asse 
minore si aggiri con perfetta rivoluzione intorno a 
quest’ asse , dovrà dirsi sferoide schiacciala , de- 

' Cioè a furma di cono , tt (ìcr la D;;iira di' caso proJi-nfa con un vcr- 
lice, c lermiuato da un ccrebio base, eUu per la genesi analoga a quel- 
la del cono , data da Euclide [dtf.tOMb.XI.] . E cosi puro più appresso 
tferoide , cioò a forma di tftra ; eilindroide, ostia a forma di cilindro. 
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pressa , ed anche ellissoide * il solido, che vien ge- 
nerato in tal modo . 

556. Def. ih. Un’ iperbole , che si aggiri con 
perfetta rivoluzione intorno al suo asse conjugato, « 
produce un solido, che dicesi Cilindroide. 

557. Scoi. L’ asse di rÌToIuzioné odia prima delle indi- 

cate sferoidi è 1’ asse maggiore dell’ ellisse generatrice di tal 
solido , e nell’ altra è il minore. perchè quella conferma- 
si ad ns uovo , e questa ad un’ arancia , la prima convene- 
Tolniente fu della sferoide , o sferoide allungata, e l’ altra poi 
sferoide compressa , o schiacciata. Ma condneendo nell’ iper- ' 
bòle MAK l’ordinata MK all’ asse AN, e compilo il 

parallelogrammo MFLK dalle coordinale de’ puutì M , K ; 
perchè mai chiamasi cilindroide il solido, che nasce dal rivol- 
gersi intorno all’ asse conjogalo iCB della delta curva , lo 
spaziò mislilineo MFLKÀ ? Questo solido ha per sue basi 
due cerchi ugnali, e paralleli, che sono quelli de’ raggi FM, 
LK , ed è ciulo dalla superficie cava generata dalla curva 
MAK colla proposta rivoluzione : onde per una certa confor- 
mità , eh’ ci tiene al cilindro retto , ha potuto deuomìuarsi 
cilindroide . Si aggiunga a ciò , che tal superfìcie p4|ò anche 
intendersi generata da una retta in convencvoi modo situata 
per rapporto all’ asso, del pari che avviene per la superfìcie 
del cilindro ( Vcg. la nostra Geometria di Sito 1 

558. DEF.iv.In una curva qualunque, se ciascuna 
semiordÌTiòta all’ asse si protragga oltre questo, fin- 
che la parte prodotta pareggi la normale corrispon- 
dente^ la nuova curva, che passa per gli estremi di tut- 
te le semiordinate cosi prolungate, rapportata al detto 
asse, si dirà scala delle normali della prima curva. 

‘Quella denominazione, sebbene men propria dell'altra ; purtut- 
tavU è la più usata. 
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PROPOSIZIONE I. . . . 

TEOREMA. 

359. La scala delle normali di una data parabo- 
la AIÌD [ . ] è 1 ’ altra parabola BER d’ identi- 

co parametro, la quale tiene il vertice, ed il fuoco 
nel punto di sublimità , e nel vertice della parabo- 
la data rispettivamente. 


Dim. L’ ordinala qualonqne DC nella parabola ALD si 
produca fino ad incontrare in K la parabola descritta BEK , 
e sia DS la normale corrispondente al punto D dalla para- 
bola ALD ; ond' è cbe CS dinoti la corrispondente snnnor- 
raale ; sarà DS’ uguale a DFxAT (107.). Ma è pure CK* 
ugnale a BCx AT , ed è BC uguale ad FD (105. ) . La- 
onde risulterà DS' uguale a CK' , e DS uguale a CK ) che 
però la parabola BEK sarà scala delle normali per 1’ altra 
ALD (*/•. 4.) — C. B.D. 

PROPOSIZIONE II. 

• • 

TEOREMA. 


5 Co. La scala delle normali di una data ellisso 
AMa [ fìg.ì.} è r altra ellisse GEH, cbe ha comu- 
ne con la prima curva II centro , e l’asse minore j e 
tiene per asse maggiore la terza proporzionale in or- 
dine alla distanza de' fuochi , ed all’ asse maggiore 
dell’ ellisse data. 


Dim. Da un qualunque punto M dell' ellisse proposta AMa 
si ordini all’ asse Aa la MP , cbe si prolunghi fino all’ altra 
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ellisse GEH ìd N ; e pel medesiraó punto M si tiri all' ellis- 
se AMa la normale MS, e la retta g%h perpendicolare alle 
due linee di sublimità G^, HA dell' ellisse data. 

Ed essendo si ad MF , che MA ad Mf, come OA ; 
OF ( 197.) :: OG ; OA ; sarà gMA , o GPH : FM/-;: OG* 
: OA’. Ma è pure FM/": MS’:: OA’ : OE* (196.). Dunque , 
per egualità , starà GPH : MS’ :: OG’ : OE’ :: GPH : PN’ ; 
c quindi sarà MS’ uguale a PN’ , ed MS uguale a PN . La- 
onde 1’ ellisse GEH sarà scala delle normali per 1' altra 
AMu. — 


PROPOSIZIONE III. ; 

é 

TEOREMA. 

56t. La scala delle normali di una data iperbo- 
le AMa [ fig‘^‘ ] ) è r altra iperbole GNE , che ha 
comune con la prima curva il centro , e 1’ asse se- 
condario , e tiene per asse primario la terza pro- 
porzionale in ordine alla distanza de’ fuochi, ed al- 
r asse principale di quella data iperbole. 

Vi si potrà adattare la stessa dimostraiiionc della pro- 
posizione precedente , con risiruntrarc la figura quassù in- 
dicata . 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOaCHA. 

563. La scala delle normali di una data ellisse 
ABED [fig.5. ] , rapportata all’ asse minore BD , 
è il convesso dell’ iperbole ASG , avente comune 
il centro C , e il semiasse primario AC con 1’ ellisse 
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tlala , e per semiasse secondario la terza proporzio- 
nale Cft in ordine all’ eccenlricilà CF, ed al semiasse 
minore CB. 

Dim. I. Per un punto qualunque S clcU’ iperbole ASG co- 
si descritta , sì tiri all’ asse secondario BD la scmiordiiiala 
SQ, stara SO’ ; CQ’ + C4’ :: AG’ : Cb' (2G2.). 

11. Or pel punto W, ove la SQ taglia l'ellisse, si tiri a que- 
sta curva la normale MN ; sarà la ragione di AC* : GB’ u- 
gualc tanto a quella di MQ’ : GB’ — CQ’(134.), che all’ al- 
tra di NQ ; GQ (1G1 ovvero di NQ’: NQC. Laonde starà 
WQ' : GB’ — CQ’ :: NQ> ; NQC ; e però , permutando , 
componendo, c di nuovo permutando , si avrà MN’ : GB’ 
NCQ :: iSQ’ : NQC ;; NQ ; QC :: AG’ : GB* (IGl c 14G). 

IH. Ciò posto si unisca la FB, cui si elevi da B la perpen- 
dicolare BK ; starà CF : CB CB : CK, e sarà perciò CK 
ugnale a Ci.Ed essendo NQ ; CQ :: AG’ : CB* (lAGc^lGI), 
dividendo , si avrà NC : CQ CF* : CB’ ( 182. ) , ovvero 
NCQ ; CQ* :: CB* : CA* ; d’ ondo rilevasi NCQ-f CB*: CQ* 
-J- CA* :: CB’ : CA* (iZ.El.V. ). La quale analogia , o quella 
del n.l, per egualità, danno SQ* : CB’-|-NCQ :: AC': CB*. 
Ma viali' ultima analogìa del n. 11. si aveva CB* -f NCQ : 
MN* :: CB’ : AG*. Adunque , di nuovo per egualità , otter- 
rassi SQ’ ugnale ad MN* , ed SQ uguale alla normale MN . 
Come sì era proposto nel teorema. 

PBOPOSIZIONE V. 

TEoneM\. 

563.La scala delle normali di una data iperbole 
GA" rapportata all’asse secondario BD,è il 

convesso di un’altra iperbole, avente comune il cen- 
tro C,e'l semiasse primario AG con l’iperbole dala,c 
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per semiasse secondario la terza proporzionale CZ> in 
ordine aU’eccenlricilàCF, ed al semiasse minore CB. 

La dimoatrazione è uniforme a quella della precedeole 
proposizione. Si avverte solamente, che nel n. 11. dee cam- 
biarsi il CB’ — CQ’ io CB’ -f CQ’ , e nel n. 111. il divi- 
dendo in coniptnsndo. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOaEV.V. 

554. Nella curva qualunque neP [^^>■.7.]» rap- 
portata all’ asse AF , iscrivansi i rettangoli B«, Cb, 
De..,, e ad essa cirxx>scrivansi i corrispondenti I^, 
Cg, Dà ... : dico cFe la iigura mistilinea AaPF 
debba terminare tanto nella somma de’ rettangoli 
iscritti , che in quella de’ circoscritti . 

E se la detta figura AaPF, terminata dalla cur- 
va neP , insiem con qiie’ rettangoli iscritti, e circo- 
scritti , si aggiri con perfetta rivoluzione intorno al 
suo asse AFj nel solido da essa generato dovrà ter- 
minare tanto la somma de’ Ctfindri descritti da que*^ 
rettangoli , che da questi rispettivamente. 

Dix.Part.i. 1 lati (iM , ìN , cO . . . , di quu* rellaugoU 
iscriui nella proposta figura si prulraggaao , fino ad iacon- 
trarc i lati EQ , FP dell’ ultimo rellaogolo FQ ; sarà il ret- 
tangolo Mf uguale all' altro TX. Imperocché le Mi, SX so- 
no uguali fra loro , come luti opposti del parallelogrammo 
M6XS; c le altre linee rette oM,ST son pure uguali, per do- 
ver pareggiare le AB, EF, che nella proposta iscrizione , e 
circoscrizione de' rettangoli nella curva A«PF dcbhonsi sap- 
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porre uguali Ira loro. Laonde 1’ eccesso dui rettangolo cir- 
coscritto B^sul corrispondente iscritto Ba, clie vedesi essere 
il rcttangoletto M/j sarà espresso dall’ altro TX. Similmente 
si dimostra , che i rettangolelti XZ, VB ... dinotino gli ec- 
cessi de’ rettangoli circoscritti , D/t ... sugl’ iscritti C6, 
De . . . Ondo sarà chiaro essere il rettangolo TQ la totale 
differenza di tutt’ i rettangoli iscritti da circoscritti. Ma cia- 
scuna delle altezze di cotesti rettangoli può divenir minore 
di qualunque linea retta data . Dunque hcnanchc il rettango- 
lo TQ può farsi minore di (qualunque dato . £ quindi nelht 
proposta figura dovrà terminare sì la somma de’ rettangoli in 
essa iscritti , che quella de’ c'rcoscritti . — C. B. D. 

Faiit. II. La dimostrazione della seconda parte può farsi 
analogamente a quella della prima. 

5G5. Scol. La parte i. del precedente teorema ha pur 
luogo , se la curva fosse riferita ad un qualunque diametro j 
nel qual caso i quadrilateri iscrìtti Ba, Cb, De ... , ed i cir-t 
coscritti corrispondenti fossero però parallelograiQmi . £ la 
dimostrazione n’ è la stessa. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

566. Se le (lue curve ASQ, ASq [Jig.ò. ] rap-. 
portate al comune asse AX sieno tali , che le ordì-, 
nate KE , Ne corrispontlenli ad una medesima a- 
scissa AN sieno sempre nella costante ragione di m 
ad n j anche le aje corrispondenti ANE, ANc do- 
vranno essere in quella ragione costante di m ad 
Ed aggirandosi le aje ANE , ANe con perfetta 
rivoluzione intorno al comun loro asse AN j i so- 
lidi generati da esse saranno in duplicata ragione di 
in ad «, o sia come /u® ad 
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Din. Pabt. i. L’ ascissa comune ÀN intendasi di?isa in' 
un qualunque numero di particelle uguali , e 

pe’ punti della divisione ... si ordinino nell’ una , e nel- 
1’ altra curva le pR, ... ,pr, qt ... Sarà il rettangolelto 
di pN in NE all’ altro di pN in Nc , come NE : Nc , cioè 
come tu : n . Similmente pe’ successivi rettangolclti corri- 
spondenti nello due ajo curvilinee proposte. Laonde starala 
somma de’ primi, che termina nell’ aja ÀNE della curva AQ, 
a quella de' secondi , che termina nella corrispondente aja 
ÀNe dell’ altra curva kq , come m ad n (prop.F.El. V.) . 

Pakt. II. Inoltre i cerchi , che nell' indicata rivoluaionc 
TCngoDsi a generare dalle ordinate NE , Nc , sono in dupli- 
cata ragione di queste rette , cioè come m' : n*. £ lo stes- 
se per le altre delle già dette ordinale ; che però i cilindri , 
che hanno per basi essi cerchi rispettivamente, e per altez- 
za comune leNp,p^ ... , dovendo essere come tali basi, si 
concLiuderà facilmente , che stia la somma de’ primi a quel- 
la de’ secondi , come m’ : tt’ ; cioè il solido generato da 
ANE , nel rivolgersi intorno ad AN , a quello che si gene- 
ra dal rivolgersi ANc intorno alla stessa ascissa , starà come 
f»’ : n* — C. B. D. 

5G7'Scoi..La parte i. del precedente teorema ha pur luo- 
go quando le curve fossero rapportate ad un qualunque dia- 
metro , e nello stesso angolo delle coordinate. 

5G8. £ sarà poi facile il rilevare come quel rapporto co- 
stante risulti modificalo nel caso di angoli delle coordinale 
diversi , 


PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 


569. Se il trilineo ADG [ ] terminalo dal- 
la curva AB con le ordinate all’ asse AC ; si aggi- 
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ri con perfetta rivoluzione intorno a questo j la su- 
perfìcie del solido , che si genera , sarà quarta pro- 
porzionale in ordine al raggio di un cerchio, alla sua 
periferia, ed alla corrispondente ajaACKEnella sca- 
la delle normali. 

D«. L’ ascissa CÀ si divida nelle partioelle uguali CP , 
PO. . • . , qualunque aia il numero di esse ; e le ordinate 
Od , Pc si protraggano , finché incontrino la tangente DM, 
in M , Q. Poi dal punto Q medio della DM , e dall' estre- 
mo M conducansi le QV , Mr rispettivamente parallele alla 
normale DS , ed all' ascissa AC . Sarà 1' angolo PVQ uguale 
all' altro MQ< ; poiché ciascun di essi compie un retto col 
medesimo angolo PQY. Onde il triangolo rettangolo PQV 
sarh simile all'altro triangolo MtQ rettangolo in r ; e quin- 
di benanche al suo equiangolo M;D . £ dovendo essere, per 
la simiglianzB de'triangoli QPV, MrD, MD ad Mr, come QV 
a QP , o come la circonferenza del raggio QV a quella del 
raggio QP ; sarà il rettangolo della MD nella circonferen- 
za di QP uguale al rettangolo di Mr, o di CO nella circon- 
ferenza di QV . Ma il rettangolo di CO nella circonferenza 
di QV sta al rettangolo di CO io QV nella costante ragiono 
della circonferenza di un cerchio al raggio . Dunque in que- 
sta ragione dovrà stare il rettangolo della MD nella circonfe- 
renza di QP al rettangolo di CO in QV. 

Ciò premesso la superficie del cono troncato , la quale 
si genera dalla tangente MD rivolta intorno all’ asse ÀC del- 
la delta curva , é uguale al rettangolo della medesima MD 
nella circonferenza del raggio QP ( icol.1. pr. iS.Arck.) . 
Quindi la superficie conica di DM starà al rettangolo di CO 
in QV, come la circonferenza di un cerchio al raggio. E ciò 
sempre dimostrandosi , saranno tutte quelle superficie coni- 
che a tutti quegli altri rettangoli, come la circonferenza di un 
cerchio al raggio. Ma ledette superficie coniche vanno a ter- 
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minare nella aupcrScie del proposlo solido ; ed 1 menloTali 
rellangoli , confondendosi in tal caso con quelli, che si fan* 
no dagli elenacnli dell’ ascissa AC nelle corrispondenti loro 
normali, anch’ essi terminano nell’aja ACKE della scala del- 
le normali. Dunque sarìi lO superfìcie del solido, che si ge- 
nera dalla rivoluzione della figura ALDC intorno al suo as- 
sa AC alla corrispondente scala ACKE delle normali , come 
la circonferenza di un cerchio al raggio. — C.B.D. 

570. Con.f. Supposta la quadratura della scala delle nor- 
mali ACKE , che venghi però espressa da 2M’, si avrà M: 
ciVc.M ;; 2M’ : superf.gen. da ADC, ossia 2M’: 2Mx«rc.M 
:: 2M’: stiperf. gen. da ADC. Laonde sarà la superficie ge- 
nerala da ADC uguale al cerchio del raggio 2M. 

571. Scot. Volendo saggiare la verità dimostrata nel teo- 

rema in un caso di superficie generata già conosciuta, come 
quella della sfera , si osservi che la scala delle normali pel 
semicerchio generatore della sfera è rappresentata dal ret- 
tangolo del diametro di quel semicerchio nei raggio , al qua- 
le tutte le normali per qualunque punto della circonferen- 
za sono uguali ; e però la superficie sferica dovrà risultare 
quarta proporzionale in ordine ad r , c , 2r* ( dinotando il 
raggio con r , e la circonferenza con c ) , e quindi verrà e- 
sprcssa da 2re, eh’ è per 1' appunto il cerchio del raggio 2r 
(Arch.pr.3., e scol.i>r.24.) . - — — 

PROPOSIZIONE IX. 

TEORENA. 

671.1 irilinei AEN, AeN [^.8. ] in due qua- 
lunque curve coniche della medesima specie,! qua- 
li abbiano, per uno stesso asse , una comune ascis- 
sa , sono tra loro in sudduplicala ragione de’ rispet- 
tivi parametri per 1’ asse comune. 
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£d i solidi genernti da’ trilinel suddetti saranno 
come i parametri corrispondcuti a tal asse nelle cur- 
ve generatrici . 

Dm. Pabt. i.Se le curve ASE , Asc sicno parabole , sa- 
ranno i quadrali delle semìordinale NE , Nc; pR , pr ; , 

qt . . . corrispondenti alle ascisse comuni AN, Ap, Aq . . . 
come i rispettivi parametri ; e però esse semìordinale io sud- 
duplicata ragione di tali parametri. Laonde per la preceden- 
te prop. 7. que' tri linei saranno ancor essi in sudduplicata 
ragione de’ parametri. 

Che se que’ Irilinei AEN , AcN apparlengansi a due ellis- 
si, o a due iperboli ; sarà uno stesso il rettangolo per cia- 
scun punto N , p , 5 , . . corrispondente ad un medesimo 
diametro nell’ una, e l’ altra di esse curve ; e però i quadrati 
delle semiordinale per que’ punti dovranno risultare propor- 
zionali a'parametrì; o quindi le semìordinale essendo in sud- 
duplicata ragione de’ parametri , nella stessa ragione saran- 
no ì trilinei AEN, AcN ^ prop. 7. §. 566J. 

Pabt. ii. La dimostrazione della parte ii. è coosoguenza 
della prima , e della parte ii della prop. 7. 

573. Con. i . Quindi i trilinei ellittici AEN, AcN , o iper- 
bolici saranno tra loro come i diametri conjugati rispettivi al 
loro comune diametro nel vertice A (146, 290.). 

574. CoK. 2. E se essendo AEN un trilineo ellìttico, l’ al- 
tro AcN fosse circolare , cioè di un ellisse ad assi uguali ; 
starà il trilineo ellittico AEN al corrispondente trilineo circo- 
lare AcN ,.come il diametro conjugato a quello dell’ellisse, o 
del cerchio per A sta a questo. E però anche l'intera semiel- 
lìsse al semicercliio sul diametro stesso, e 1’ ellisse al cer- 
chio , come il diametro conjugato a quello della scmiellisse, 
o del cerchio al diametro di questo . 

E ciò conduce, com’c manifesto, alla quadratura dell’ el- 
lisse , o di un segmento di essa per un'ordinata all’ asse. 
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575. CoB. 3. Ed i solidi generati da que’ (rilinei AEN , 
AeN , rapportali alla stessa ascissa ÀN dell' asse comune 
delle ellìaai AEQjArg, o delle iperboli, saranno in dnplicata 
tagione degli assi conjugati rispelliri di esse. E trattandosi 
di un trilineo ellittico, ed altro circolare , saranno in dupli- 
cata ragione dell' asse Conjugato dell' ellisse al principale , 
cioè al diametro del cerchio . E ciò conduce alla cubatura 
della sferoide , dell' ellissoide , c de' segmenti loro con piani 
perpendicolari all'asse. 

576. Scoi. 1. So le curve MPY , RSZ [ flg. iO. ] fossero 
dno iperboli tra gli stessi assintoli CU , CL , sarebbesi in 
pari modo dimostrato , che i qiiadrilinei MNQP , RNQS 
corrispondenti in esse alle medesime ascisse CN, CQ sieno 
tra loro come le potenze di tali iperboli; ed i solidi generati 
da essi qnadrìlinei, rivolgendosi intorno all' assintolo delle 
ascisse ( supponendo parilatere le iperboli ), sieno in du- 
plicata ragione di tali potenze. 

577. ScoL. 2. Il soggetto della proposizione dimostrala 
può estendersi per là part.i. a'trilinci intorno ad uno stes- 
so diametro , e nello stesso angolo delle coordinale ; e ren- 
dersi pure , nel modo conveniente , generale per quelli di 
qualsivogliano curve della stessa specie , descritti intorno ad 
uno stesso diametro , e ad una comune ascissa. 
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CAPITOLO ir. 


La misura DEII.E AIE DFLI.E SEZIONI CONICHE , • . .!> 

E DELLE Sl'rERFICIE De’ SOLIDI DA ESSE GENERATI. 


PROPOSIZIONE X. 

i «> 

TEOREMA. 

S 78 .Il trilineo parabolico AMF[Jìg. 1 1 .] racchiu- 
so dalle coordinate AF, FM ad nn qualunque dia- 
metro AF , e dall’ arco AM , eh’ è tra esse , è due 
terzi del parallelogrammo AFMP, che comples! dal- 
le medesime coordinate . 

Dim. La retta PA inlcodasi divisa nelle particelle uguali 
PR , Ri' ... , qualunque aia il numero di esse ; e dal punto 
P si elevi ad A P la perpendicolare PQ di quella lunghezza 
«he piaccia. Di poi compito II parallelogrammo PQTA vi si 
tiri la diagonale AQ ; c pe’ punti R , r . . . si conducano le 
RE, re . , . parallele ad AF , e le altre RS, rs .. . . paralle- 
le a PQ . E così pure da’ punti G , g ... , segnati nella cur- 
va AGM dalle RE. re... , non meno che dagli altri punti C, 
e ... , si tirino le GN , gn . . . CD, cd . . . parallele ad AP. 
Finalmente il rettangolo PQTP si supponga -rivolto con per- 
fetta rivoluzione iolorno ad AP. 

Ciò premesso il parallelogrammo MPRE sta all’ altro 
NPRG , come MP a PN ( /. VJ. ) , o come FA ad AB . Ma 
FA ; AB :: FM’ ; BG’ ( 49. ) , cioè come PA’ ad RA’ , o 
come PQ’ ad RC’ , pe' triangoli siradi QPA , CRA . Ed in 
questa ragione sono pure i due cilindri generati, nella supposta 
rivoluzione, da’ rettangoli PQSR , PDCR (7/ c .9.EI.XII.J, 
Diiiiquc sara il parallelogrammo MPRF aU'allro NPRG , co- 
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me il cilindro generato dal rettangolo PQSIl all’ altro gene- 
rato dal rettangolo PDCII. E ciò sempre dimostrandosi, sa- 
ranno tu tt' i parallelogrammi MPRE , ER/-e che com- 
pongono r intero parallelogrammo MPAF , a tutt' i paral- 
lelogrammi PNGR, Rn^r . ■ che sono isciitti nello spa- 
zio parabolico esterno MPA , come tutti quo’ cilindri di 
PQSR , di SRj-f • . • , die costitirfscono il cilindro genera- 
to dal rettangolo PQTA rivolto intorno a PA , a tutt’i cilin- 
dri di PDCR, di R</cr. . . iscritti nel cono generalo dalla 
rivoluzione del triangolo PQA intorno a PA 

Mai parallelogrammi PNGR,Ri>^i'. .. terminanonel triliueo 
parabolico MPA (£64.), siccome nel cono di PQA van pure 
a terminare i detti cilindri de’ rettangoli PDCR , Rdrr . . . 
Adanque sarli il parallelogrammo MPAF al trilineo parabo- 
lico MPA, come il cilindro generato dal rettangolo PQTA al 
cono generato dal triangolo PQA, cioè come 3 adì [iO.Xll). 
Quindi il trilìneoMPÀ è un terzo del parallelogrammoMPAb'; 
e però lo spazio parabolico ioternoMFAdovrà essere due terzi 
dello stesso parallelogrammo delle coordinate .AF, FM .C.£.Z> 

579. Con.1 .Gii spazi parabolici AMF, AGB essendo par - 
ti simili de’parallelogrammi delle coordinate AFMP,ABGR, 
saranno al par di questi io ragion composta dalla. ragione di 
AF ad AB, e di FM a BG (ió.El.F, e 23.FJ.J. 

580. CoB. 2. Bd «Mendo la prima di queste due ragioni 
componenti duplicata dell' altra (49. ) , la ragione compo- 
sta da esse sai è triplicala della seconda, o se$qniplieatit> 
della prima*, cioè: Gli tpozi parabolici racetùuni dalle co- 
ordinale ad un medesimo diametro , e da' fiìpcllivi archi 
sono- fra loro in triplicata sagione delle scmiordinalc , o in 
sesquiplicala delle ascisse. 

581. ScoL. Essendo il trilineo parabolica .AG.MF due Ur- 


* La ragione , elle si compare da due altro . di cui la prima sii du- 
plicata della seconda , dkesi ttifwj<licala dtìi» prima , 
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le parli del parallelogrammo AFMP , eh’ è compreso dalle 
coordinate AF , FM di quel irìlìneo , sarà quattro leni del 
triangolo AlM, e però sesquiierzio di tal triangolo, secondo 
la frase degli antichi. Da che risulta rischiarata 1’ eaìhiaio- 
ne data di esso trilinco da Archimede , nelle prop. 17, e 24 
del libro quadratura paraboles, 

■ n- t 


PROPOSIZIONE XI. 


TEOBEUA. 


•li 


582. L’ellisse sta al rettangolo de’ suoi assi , coir 
me r è un cerchio al quadrato del diametro. 

Di*. Si 6 veduto esser l’ ellisse al cerchio di un suo asse 
come r altro asse a questo ( 574. ); e però come il retlaa> 
golo de due assi al quadrato di quello , eh' è diametro del 
cerchio. Laonde, permutando, starà lellisse ai rettangolo de* 
gli assi come il cerchio al quadrato del diametro — C-B.D^ 

583. Con. 1. Il cerchio che abbia per un suo diametro 
1 asse maggiore di un’ ellisse suol dirsi circoscritio a questa 
curva ; cd iscrilto ad essa n’ è l’ altro il cui diametro sia l’as- 
se minoro. Adunque ; L' elliste sla al cerchio ad essa circo- 
scrìtto , come i asse minoro al maggiore : e viceversa a quel- 
lo in essa iscritto , reme l' asse maggiore al minore. 

584. Con. 2. Essendo costante il rapporto di un cerchio 
al quadralo circoscrittogli prop. 4, mie. del cerchio ) : le ajq. 
di due qualunque ellissi saranno proporzionali a' rettangoli de 
loro assi conjugali . 

585. Cor. 3. £ se mai queste due ellissi sieno simili (333). 
le aje di tali figure dovranno essere in duplicata ragione de’ lo- 
ro assi maggiori , o de minori. 

58C.ScoL.Gli assi di un’ ellisse sieno dinotati da P,Q, tra’ 
quali sia media proporzionale la iM , starà 1’ ellisse al ccr- 
\\iio del ditm%lio P, come PxQ : P':: '/} M*: ’/^P' 
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j; ('/iM : '/iPXoirc.'/jM : ciré. ’/^P); * p«rò '/jMx^Vc.'/aM 
: y^P X nVc. ‘/ jP . Ma qorslo reltaagolo è precisameaie il 
cerchio del diametro P secondo tersino della proporaione . 
Adunque il primo termine di questa , cioè I’ aja deirellis< 
se dovrii pareggiare il cerchio dei diametro M. Vale a dire 
L’ ellUtse è quarilo il cerchio del diametro la media propor* 
zionale tra’ tuoi atti. 

PROPOSIZIOISE Xll. 


587. Se le ascisse CA, CB, CD [fig. ia*.] dell’i- 
perbole GFE rapportata agli assiiitoli CD, CL ste- 
llo coDtinaamente proporzionali, e loro conducan- 
si le ordinate AE, BF, HGj il quadrilineo iperbo- 
b"co ABFE , che ne tolgono le dne prime ordinate 
AEjBF, sarà quailto l’ altro BDCF, che vien tron- 
f:ato dalla seconda ordinata BF , e dalla terza DG. 

E se dal centro C di quest’ iperbole agli estrenori 
delle dette ordinate si tirino le rette GE, CF, CG ^ 
anche saranno tra loro uguali , ed a que’ qaadrili- 
nei, ì due settori ECF, TCG,*‘ 

Dim. Pa*t. 1. Prendansi delle rette AB,BD, le due par‘< 
ti simili Aa, Bó, e si compiano i parallelogrammi AEea , 
BF/& , che dovranno essere uguali tra loro. Poiché essendo 
per supposizione CA : CB ;; CB : CD, sarh CA : CB :: 
AB : £D . Mala prima di queste due ragioni, per la natura 
di una tal* iperbole , è uguale a quella di BF ad AE (250.), 
ed alla seconda di esse si è fatta uguale I' altra di Aa a B6 . 
Dunque sarà pure BF : AE :: Aa : Bi ; c quindi il paralle- 
logrammo AEca Sara uguale al suo crpiiangolo 
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Inolire estendo, perle anzìdelle cose , CS. :CB:: Aa:B^, 
sari Ca : Cb :: Àa : Bb. Onde , se prondansi le am , br rU 
spettiyameate ugnali alle Aa, B6, o si compiano i parallelo- 
grammi camn , dbrl ; sari benanche am : ir :: Ca : :: 

bd : ac -, e quindi il parallelogrammo camn dovrà uguagliare 
r altro dbrl. Nella stessa maniera può dimostrarsi, che gli 
altri parallelogrammi circoscritti all'aja iperbolica EABF sie- 
no uguali a’ corrispondenti, circoscritti all’ altra FBDG. La- 
onde dovranno esser tra se uguali le due aje EABF, FBDG. 

PanT. II. Il triangolo CEA è poi uguale all’ altro CFB , 
perciocché essi sono metà de’ parallelogrammi uguali , che 
si compirebbero dalle CA , AE , e dalle CB , BF (251 .) . 
Dunque togliendo da qne' triangoli 1’ altro CAO, che loro è 
di comune ; dovrà rimanere il triangolo CEO uguale al tra- 
pezio AOFB. Inoltre a questi spazi uguali aggiungasi il tri- 
angolo misLilineo EOF ; risulterà il settore iperbolico ECF 
Uguale al quadrilineo adj^acente EABF. E potendosi dimo- 
strare nello stesso modo , che 1’ altro settore FCG sia ugua- 
le al quadrilineo iperbolico FRDGj sarà vero il teorema pro- 
posto. — C.B.D. 

588. Con. 1. Se le ascisse CA, CB, CD, CE, GF , ... 
[^^.y^.Jdella detta iperbole tra gli assintoti sieno continua- 
mente proporzionalij i quadrilinei iperbolici GABll, HBDI, 
IDEK , KEFL ... , saranno uguali . E gli altri quadrilinei 
GABH, CADI, GAEK, GAFL , ... dovranno essere come i 
numeri naturali 1, 2, 3, A, ... 

589. CoB. 2. Dunque gli spazi iperbolici GABH, CADI» 
GAEK , GAFL ... saranno logaritmi* delle ascisse CB,CD, 
CE, GF , ... o delle quantità delle ragioni di CB a C.\, di 
CD a CA , di CE a CA, di CF a CA ... 

.590. Con. 3. E polendosi continuare all’ infinito la serie 
delle ascisse CA, CB, CD, CE, CF, ... continuamente pro- 

* Si abbiano presenti i numeri 490 del voi. I. del!' Andtiii Ai/* 
gtbrica . 
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porzìonili ; ìnfiDÌti ugnali spazi iperbolici GABH, HBDI, 
IDEK , KEFIi . . . dovranno contenersi nello spazio as- 
sintoiico AFXLG . Dunqve lo tpazio assìntoiico AFXLG , 
che dd^^.22S e 23i risulta d'infiniia lunghezza, qui vedesi 
aver benanche un aja infinita. 

591. Coa. 4. i7a/u il quadrilineo iperbolico "EHUF , facilmen- 
te può farglisi un altro uguale , che poggi sull ordinata AG 
della stessa iperbole. In fatti presa l’ascissa GB quarta prò* 
porzionale in ordine alle Ire date ascisse CE, CF, CA, ed 
ordinata in detia curva per lo punto B la BH, sark il qua< 
drilineo iperbolico GABH uguale al dato KEFL . Lo che 
può dimostrarsi come la part. 1. della presente proposizione. 

* y 

PROPOSIZIONE Xlll. 

TEOaSMA. 

5ga. Data un’ iperbole parilatera , ed 

un quadrilineo di essa ^ determinar la ragione di 
questo al rettangolo delle sottoposte coordinate. 

SoLuz. Per rettangolo delle coordinale può prendersi la 
potenza della data iperbole GllM (249.), eioò il rettangolo 
delle coordinate uguali CA, AM, ciascuna delle quali espri- 
masi per r unità. Ed a quel dato quadrilineo iperbolico può 
supporsi uguale il quadrilineo DAMG ( 591. ) , che poggi 
sull’ ordinata AM . Ciò posto , prendasi 1' ascissa CB me- 
dia proporzionale tra le date ascisse CD , CA , sarà il qua- 
drilineo iperbolico DAMG uguale a 2BAMH ( 587. ). E 
prendendo la CE media proporzionale tra le CB , CA , sarti 
pure BAMH uguale a 2EAM1 ; e quindi DAMG ugnale a 
2’xEAMI . Similmente, se prendasi la CF media propor- 
zionale tra le CE , CA , si vedrà essere DAMG uguale a 
2’ xFAMK . E cosi più oltre procedendo si potrà conchia- 
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(lerc i per una cliiara induzione , cbc so 1' ascissa Ca dino- 
U r ultima di coleste medie proporzionali preso un numero 
fi di soUc , debba essere quel quadrilineo iperbolico DAMG 
uguale a 2* X AomM. Or da queste cose potremo prossima- 
mente Tolulare I' anzidetto quadrilineo, nel seguente modo. 

Pongasi l’ ascissa CD uguale ad A ; ed essendo CÀ X CD 
= 1 X CD = CB’ , sarà CB = \Jh . E se questa radice di 
A esprimasi per k , sarà CE = yjk , essendo, per costruzio- 
ne , CE’ uguale a C\xCB. Similmente, se dinoteremo 
per l la radice di A , si arra CF =; \jl , per essere GF* 
= CAxCE. Ed in fine se dal numero A estraggasi la ra- 
dice quadrala n di Tolte seguitamente, e tal radice esprimasi 
per r, sarà Co = r, Aa=Ca — CA=r — 1 , Ao X AM 

= ( f — 1)x 1, ed AoXan» = (250) . Or quando la « 

T 

sia abbastanza grande, i rcltangoletti AaSM, Anmt si potranno 
prendere per limiti del quadrilineo iperbolico AamM; e però 
questo, con una conveniente approssimazione , potrà rappre- 
seularsì per quelli , cioè per la media aritmetica tra r — I , 

r — t , ,(r-f1)(r. — 1) 1 / ^ \ T j 

ed , la quale è ^ J • Laonde es- 

sendosi dimostralo il quadrilineo DAMG = 2"x AnmMj 
risulterà esso = 2* — E ciò con tanta maggiore 

approssimazione , per quanto la ii sarà piti grande ; paten- 
dosi per limile minore di essa stabilire il 30 . 

593. Con. 1.1 quadrilinei iperbolici DAMG, BAMH,EAMl 
FAMK , ... sono nella ragione de’ aeguenli numeri 1, ’/• , 
'74 j '/*..•> e quindi geometricamente proporzionali al par 
di questi. 

594. Con. 2. Sebbene dal precedente problema nc appa- 
risca esibita la quadratura del quadrilineo iperbolico DAMG 
per l' iperbole parilslera della potenza 1. , si vede però, che 
per mezzo dello scol.l. prop. is. (576.) risulti determinalo 
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quello corrispondcnle alla medesima ascissa, per qualunque 
altra iperbole parilatera. £ combinando ciò col §.589. si ve- 
drà che : 

Un quadrilinco ipcrioìico per qualunque iperbole pari- 
latera è quanto la potenza dell iperbole cui appartiene mol- 
tiplicala pel logaritmo ipeibolico della ragione delle ordina- 
te che il terminano. 

595. ScoL. Col metodo de’ limili di sopra recato, eh’ è 
alquanto analogo a quello , che fii praticalo da Archimede, 
per la misura del cerchio , avrebbesi potuto quadrare l'iper- 
bole , assai prima che si fossero scoperti i logaritmi. £ seb- 
bene a dì nostri per mezzo di serie convergentissimc si qua- 
drino le iperboli , e si rinvengano i logaritmi de’ numeri , 
pure a rigor di scienza dovrebbesi stimar 1' errore , che ri- 
sulta da’ termini omessi , come saggiamente avvertì il La- 
grange. La qual cosa essendo di una malagevole indagine , 
il metodo quassù adoperato dee riputarsi più esatto di quel- 
lo , che si esegue colla somma di serie convergenti. 

PROPOSIZION£ XIV. 

TEOKEK.l. 

5g6. Sia DBC tSi} un’ iperbole parilatera, 
e la DC una qualunque ordinata all’ asse principa- 
le AB j il segmento iperbolico DBC, che questa ret- 
ta tronca da quella curva, mancherà dal rettangolo 
della semiordinata DR nell’ ascissa AR , per quan- 
to è il quadrato del .semiasse principale AB molti- 
plicato pel logaritmo della ragione della somma di 
esse coordinate AR , RD al detto semiasse . 

Din. Gli assintoli della proposta iperbole sicno le rette 

34 
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QA V\tj, le altre Jue rette All, AL dinotino i suoi semi* 
assi conjugali -, c poi da' punti B,D conducansi le rette BS, 
DF parallele all’ assinloto AP. 

Ciò picmcsso , i quattro triangoli ARS, DGF, AGE, AgE 
sono rettangoli, ed isosceli , com' c chiaro, per essere semi- 
retto l’ angolo BAQ ( 239. ) . Dunque la Dg , eh' è uguale 
alle due DE, Eg , cioè alle due DE , EA , sarà uguale alla 
somma delle due coordinato AR,I\D. Ed essendo il rettan- 
golo gDG uguale ad AB’ (236.), starà Dg ; AB AB : DG, 
cioè All -f IlD ; AB AB : DG ;; BS : DF , pe’ triango- 
li simili ABS , DGF ; e I quadrilineo iperbolico SFDB , 
o il suo uguale settore ADB ( 587. jiari.2. ) , sarà ugua- 
le alla potenza P moltiplicata pel logaritmo della ragione di 
AR-J-RD ad AB (594.). Dunque il trilineo iperbolico BDR, 
eh’ è didcrenza del triangolo ADR , e del settore iperbolico 
ADB , sarà uguale alla metà del rettangolo di AR in RD , 
meno la potenza di tale iperbole moltiplicata pel logaritmo 
della ragione di AR -f RD ad AB . E prendendo i loro 
doppi , si vedrà , che il segmento iperbolico DBG debba 
mancare del rettangolo delle coordinate AR, RD, per la dop- 
pia potenza di essa iperbole , cioè pel quadrato del semias- 
se AB moltiplicato pel logaritmo della ragione di AR -f- RD 
adAB. — C. fi. D. 

597. Con.1. Per la similitudine do’ triangoli AEG, GFD, 
essendo AG ; GE GD : GF , sarà il rettangolo AGF ugua- 
le all' altro EGD , e quindi 2AGF uguale a 2EGD . Sicché 
unendo ad essi rispettivamente gli uguali spazi AG' , 2EG', 
risulterà AF’ — FG’ uguale a 2DEG , o sia AF’ — FD> 
uguale a 2ARD. Cioè : 

NtlC iperbole parilalera , il rettangolo delle coordinate al- 
[ asse ( ove il centro sia il princìpio dcdlc ascisse ) è stiddu- 
plo della differenza de' quadrali delle corrispondenti coordina- 
te agli assinloli di essa curva. 

598. Con 2. Il quadrilineo iperbolico ABDF sarà uguale 
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al trìamjolo AFD aggiuntavi la potenza delf iperbole moltipli- 
cala pel logaritmo iperbolico della ragione di AIÌ-^-RD ad AB. 

599,OueDutasi la misura del tririnco iperbolico, per le or- 
dinale all' asse , nell’ iperbole parilalcra, riinaue esibita an- 
cor quella per qualunque altra iperbole , riferita alla mede- 
sima ascissa , per T asse medesimo ( 5GG. parti'/. ). ^ 

eoo. ScoL. Nell’iperbole FAM [ fig.10. ) sion tirale lo 
- due corde parallele FQM , DPL , c se ne assegni il diame- 
tro CRPQ. Saranno uguali tra loro i Irilinei Dl\P , LRP ; 
FRQ, MRQ, come può rilevarsi col mezzo del §-57G; e però 
anche uguali saranno lo differenze loro , cìoò i quadrilateri 
mislilinei PDFQ , PLMQ . Ma congiunte le LM , DF , sono 
ancora uguali i trapezi DPQF , LFQM. Adunque il saranno 
ancora i segmenti iperbolici DrF, Li'M. , 

Or da’ punti F , D , L , M si ordinino all'asse conjugato 
della detta iperbole le FE, DB, LI, MK ; sarà chiaro , che 
sia la stessa la differenza de' trapezi LIKM , DDEF , che 
de’ quudrilinei iperbolici ILuMK, RDrFE ; c perciò la dif- 
ferenza di questi due quadrilinei risulterà quadrabilc. Cioè: 
sarà guadrabile la differenza di due quadrilinei iperbolici, di cui 
nessuno sia qtiadrabile. Che è un nuovo paradosso geometrico, 
analogo a quello, che per la differenza di due archi paraboli- 
ci rilevò il conte Fagnano. Di che più appresso. 

SCOLIO GENERALE, 

601. Foste le quadrature degli spazi conici assegnate nel- 
lo prop. X , XI , XIV , quelle delle superficie de’ solidi conoi- 
dali , e sferoidali , che da quelli oltengonsi, secondo le def.' 
1 e 2, risultano evidentemente dalla prop. vili. ( 5G9. ). Ma 
queste quadrature possono ricevere una più elegante csibizio- 
Bc, come cedrassi nelle seguenti proposiziom. 
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PROPOSIZIONE XV. 


TEOnE¥A. 


602. La superficie di un conoide parabolico è 
quanto la differenza del quadrato del scmiparame- 
tro principale dal rettangolo della normale , e del 
semiparametro nel punto estremo dell’ arco gene- 
ratore di quella superficie , moltiplicata pel rap- 
porto della circonferenza al triplo raggio. 

Dim. Sia ADC [ fig. 2. ] la scuiiparabola gcaeratrìce del 
conoide parabolico , cd ACRE la corrispondcnle scala delle 
normali per essa , sarà AB metà di AE , ed AB* quarta parte 
di A E* ; e però lo spazio parabolico ABE , eh’ è due terze 
parli del rettangolo di AB io AE ('578 ),sarà quanto ’/jAE*. 
E r altro CBK è pur due terzi del rettangolo di BC in CK , 
cioè di FD in DS (105.parM.), o sia un solo terzo del ret- 
tangolo del semiparametro del punto D ( 104.) nella corri- 
spondente normale DS . Laonde il quadrilioeo parabolico 
acre , dilTerenza de’trilinei BCR , I3.VE , sarà quanto la 
diircrenza di ’/sAE’ dal rettangolo di '/sDS nel semiparanie- 
tro in D . E però starà come il raggio di un cerchio alla sua, 
circonferenza , cosi la differenza poc anzi indicata alla su- 
perficie conoidale parabolica generata da ADG ( 5C9.) . Da 
che risulta la verità enunciata . 

603, ScoL. La precedente espressione di misura della su- 
perficie del conoide parabolico , combinata con quella del 
ra^io di osculo per la parabola nel vertice , e nell’ altro suo 
estremo, rilevate ne’ §^.473 e 458 , dà luogo all'elegantissi- 
ma esibizione di, essa datane dal Fergola, cioè : 

La superficie del conoide parabolico i quanto il cerchio „ 

\l CUI raijgio è tn^dio proporzionale fra la tersa parte del pa- 
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ramcli-o principale, e la differenza de raggi d' osculo ne’ pun- 
ti cslremi della generatrice di essa superficie . 

Al qual riducìmcnlo potranno eaercilarsi i giovani (Vegg. 
ancora il ^.467 del Tralt. anal. delle sez.con. del Pergola). 

Ed essi potranno del pri esercitarsi in rilevare dal prece- 
dente teorema , o dalla riduzione fattane dal Pergola , la mi- 
sura, che per la medesima superficie ne lasciò indicata 1 li- 
genio ( Horolog. oscillati ) , eh’ è la seguente : 

La superfìcie del conoide parabolico è quanto il cerchio , 
thè ha per raggio là media proporzionale tra la terza parte 
delf ordinata peri’ estremo dell" arco parabolico generatore di 
essa superfìcie , e la somma della tangente nell estremo stes- 
so, e della terza proporzionale in ordine ad essa più la semi- 
ordinata suddetta ed a questa. 

La quale esibizione , come ognun vede , 1 è assai meno 
semplice di quella precedentemente esposta. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

f)o 4 . Se col centro di iin’ ellisse, e coll’ interval- 
lo uguale alla terza proporzionale in ordine all’ ec- 
centricità, ed al semiasse -anaflgiore di tal curva , si 
descriva un arco circolare tra le tangenti menate 
a’ vertici dell’ ellisse da una stessa parte , e che il 
quadrilineo circolare corrispondente si moltiplichi 
pel rapporto di quella terza proporzionale all’ asse 
minore della proposta ellisse , e per 1’ altro della 
circonferenza al raggio j si otterrà la superficie del- 
la sferoide generata da quell’ ellisse. 

Pm. Sia AMa [ fìg. 5.] 1’ ellisse , cd OA il semiasse 
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maggioro , OB il minore , OF 1’ eccenlricilà ; od AKAa sia 
il quadrllineo circolare di sopra descritto , Alia il corri- 
spondente nell’ ellisse GEII descritta col semiasse maggiore 
OG quanto la suddetta terza proporzionale raggio del cer- 
chio , c col minore OE uguale ad OB della proposta ellisse . 
È chiaro che moltiplicandosi il quadriliueo circolare AKAa 
pel rapporto di OG ad OB si abbia il corrispondente qua- 
drìlineo ellittico Alia, eh’ è la scala delle normali per 1’ el- 
lisse AMo (STA.) . Ma questo quadrilineo ellittico moltipli- 
cato pel rapporto della circonferenza del cerchio al rag- 
gio dà la supcrGcic della sferoide generala dall’ ellisse AMa 
(569.). Adunque ec. 

605. Scoi. Dalla precedente proposizione potrebbe facil- 
mente derivarsi l’esibizione della superficie della sferoide pel 
cerchio il cui raggio sta medio proporzionale tra ’l semiasse 
minore dell ellisse proposta , e f arco circolare del quadrili- 
neo sopraddetto accresciuto dell' intero asse minore, ch’è quel- 
la , che con eleganza Archimedea ne diede l’ Ugenio , senza 
dimostrarla ( Horol. escili. ). Ma su di ciò fia meglio rivol- 
gersi alla prop. ixxx. del Trattato analitico delle Sezionsi 
Coniche del Pergola §. 452 , ove si troverà anche indicata, 
la formolo algebrica per tale misura. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEonevA. 

606. Se in ordine all’ eccentricità OF tfìg. 4* 7 
della data iperbole AMa, ed al suo semiasse prima- 
rio OA si prenda la terza proporzionale OG, e dal 
vertice G, col semiasse primario OG , e col secon- 
dario r istesso della proposta iperbole , descrivasi 
r altra GNE, alla quale tirisi per A la semiordina- 
ta AL j sarà la superficie del conoide iperbolico 
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che generasi dal trilineo APM della prima iperbole, 
quanto il quadrilineo iperbolico ALNF,che vi cor- 
risponde nella seconda , moltiplicato pel rapporto 
della circonferenza del cerchio al suo raggio. 

La dimostrazione si farà analogamente a quella del teore- 
ma precedente , col mezzo della prop.3. cap.I. 

COT.Scol. e dalla prop. lxxxii. pari. 2. del Trattalo a- 
ualilico delle Sezioni Coniche §.462. potrà rilevarsi la formo- 
la da adoperare convenevolmente in pratica per la propo* 
sta misura. 


PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOaCNA. 

608. Se col semiasse maggiore di un’ellisse si de- 
scriva pel vertice di essa l’ iperbole , che abbia per 
semiasse secondario la terza proporzionale in or- 
dine all’ eccentricità, ed al semiasse minore dell’el- 
lisse , la quale incontri la tangente per 1’ estremo 
di questo j il quadrilineo iperbolico esterno ACBG 
[Jìg. 5 . ] , moltiplicato pel rapporto della circon- 
ferenza al raggio di un cerchio , darà la superfìcie 
della semisferoide schiacciata , che descrivesi dal 
quadrante ellittico ABC nel rivolgersi intorno a BC, 

Dm. Ciò facilmente rilevasi dalle prop.iv. ed viti. cap.I, 

609. Scol. Dalla precedente esibizione della superficie el- 
lissoidale potrà passarsi alla seguente altra, cioè : La super- 
ficie dell'ellissoide è uguale al eerchio , il cui raggio è medio 
proporzionale tra V asse maggiore dell' ellisse generatrice di 
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tal superfìcie , e queir arco parabolico , che lieti per base 
l asse minore della della ellisse , e per verlice il pania medio 
dell eccentricilà di questa curva ; la quale fu pur rinvenu- 
ta dall’ Ugenio , _e presentata a’ geometri senza dimostrarla. 
Ma per essa è necessario rivolgersi alla pcop. lxxxtiii. del 
Trallalo analilico delle Sezioni Coniche. 

PROPOSIZIONE XIX. ' ‘ 

TEOHEMA. 

6to. Se col semiasse principale CA dell’ iperbole 
AMH [^^'■•6.] , e col secondario CZ» terza propor- 
zionale in ordine all’ eccentricità CF, ed al semias- 
se secondario CB dell’iperbole suddetta AMfl , de- 
scrivasi r altra iperbole ASG j il quadrilineo iper- 
bolico ASQC moltiplicato pel rapporto della cir- 
conferenza del cerchio al raggio , darà la superGcie 
del cilindroide generata dal rivolgersi il quadrilineo 
iperbolico ACQM intorno all’ asse secondario BD. 

Dim. La dimostrazione di tal teorema , analogo al prece- 
dente, si rileva dalle prup.v ed viti, del cap. 1. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOBEUA. 

Gii. L’iperbole AM [/Jg-iy.] sia descritta col 
semiasse maggiore AE dell’ ellisse ADG , e col se- 
condario ER , che sia quarta proporzionale in or- 
dine ad EF eccentricità di quell’ ellisse, ed EA,ED 
semiassi maggiore, e minore di essa. Dico, che rivol- 
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gendosi intorno all’ asse Hd sì l’ una che l’altra cur- 
va, le superficie corrispondenti dell’ ellissoide, e del 
cilindroide sieno continuamente uguali . 

Din. I mperocché coDginnla la FD, gli si elevi in D la per- 
pendicolare DZ ; sarà £Z il semiasse secondario dell’ iper- 
bole , eh’ è scala delle normali per 1’ ellisse ÀDC rapporta- 
ta all’ asse minore Dd ( 562. ) ; e similmente, congiunta la 
AH , e tirala ad essa dal centro E la perpendicolare EH , 
sarà RH il semiasse secondario dell’ altra iperbole , eh' è 
scala delle normali per l’ iperbole AM riferita all’ asse secon- 
dario ER ( 563. ). 

0 perchè abbia luogo la continua corrispondenza di ugua- 
glianza tra le superficie della sferoide schiacciala, e di quel- 
la del cilindroide, debbon essere identiche queste due scalo 
di normali (569.); e quindi è d’ uopo, che RH risalti quan- 
to £Z ; il che si dimostra nel seguente modo. 

Essendo £F : EA :: ED : ER, la AR è parallela alla DF ; 
e quindi essendo FD : DE :: F£ : £K ; sarà pure FD : DE 
:: AE : EH ; che però , siccome la AE* c uguale alla DF , 
cosi risulterà la DE uguale alla EH. Ma è poi DE : EZ:;EK 
: KD :: EH : HR ; laonde essendo ED ugnale ad EH , sarà 
pure RH uguale ad £Z. — C. B. D. 
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CAPITOLO IH- 

L* MISI'IIA de’ solidi genebati dalle sezioni comcue. 
PROPOSIZIONE XXL 

TEOREMA. 

Ci 2 . Il conoide parabolico è quanto la metà del 
cilindro della stessa sua base, ed altezza. 

DfM.L’ ascissa ÀC [pg-'iS.} della parabola AGK intendasi 
divisa nelle particelle uguali CF , ¥B . . . , qualunque sia 
il numero di esse ; e pe’ punti F, B. . . sieno condotte uet 
rettangolo ADKC le rette FI , BV . . . parallele all’ ordi- 
nala CK . Si unisca la AK , e si tirino le QT , GE . ■ . pa- 
rallele ad AG . 

I cilindri , che nella proposta rivoluzione vengonsi a gene- 
rare da' rettangoli IVBF , EGBF , avendo la sless' altezza , 
sono come loro basi (//. XII.) , cioè come i cerchi de’ rag- 
gi VB , GB ; ond’ essi saranno in duplicata ragione di VB , 
ossia KC a GB ( 2. XIL ) , cioè come CA ad AB ( 38. ). 
Ma iVettangoli IVBF ,TQBE sono ancor essi , cornee la 
VB , o la sua uguale KC alla QB , cioè come C A ad AB , 
pe’ triangoli simili KAC, QAB. Adunque i mentovati cilindri 
saranno fra loro come i rettangoli IVBF , TQBF. 

Questo stesso filo di ragionamento intendasi ancor disteso 
per le altre particelle della CA . Laonde sarà il cilindro di 
KDAC , eh’ è r aggregato de’cilindri di KIFC, di IVBF... , 
alla somma de’ cilindri di OMFC, di EGBF . . . iscritti nel 
conoide parabolico, come il rettangolo KDAC somma de’ ret- 
t'angoli KlFCjIVBF .... alla somma de’ rettangoli LSI G, 
TQBF . . . iscritti nel triangolo KAC . Ma tult’ i cilindri 
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ile' rcllangoli OMFG , EGBF . . . vanno a Icrmlnarc nel co- 
iiuiJe generalo dalla parabola KAC ; e nel triangolo KAC 
veggonsi terminare i rettangoli TQBF , LSFC . . . Dunque 
snvà il cilindro di KDAC al conoide generalo dalla. parabola 
KAC , come il rettangolo KDAC al triangolo KAC , cioè co- 
me 2 ad 1. Val quanto dire il menloTato conoide è metà del' 
cilindro , che gli ai circoscrive. — C. B. D-. 

(313. Con. E quindi starà quel conoide al cono in esso i- 
scritto come 3 ; 2 ; cioè nella medesima ragione ebe i) cilin- 
dro circoscritto al.la sfera serba a questa. 

PROPOSIZIONE XXII, 

TEOBEM.S, 

6i4* Se un’ ellisse compia una semirivoliizione 
iiilorno.air un degli assi ^ la sferoide, o 1’ ellissoide, 
che si genera, sarà due terzi del, cilindro ad essa cir- 
coscritto : cioè, ebe ha per base il cerchio del diii- 
ipetro un tal asse , c per altezza l' altro asse. 

Dm. Dal cor. 3. della prop. la. si ha., che la sferoide stia.' 
alla sfera circoscrittale comc il quadralo dell’ aiwe minore , 
a quello del maggiore, cioè del diametro della sfera-, ossia, 
come il cerchio dell’ asse miaore a quello del diametro del- 
la sfera ; e. però come il cilindro della base quel primo cer- 
chio, e per altezza L’ asse maggiore, eh.’ è il circoscritto alla 
sferoide , al cUiodio. di quest’ altezza, e per base it.cerehio 
del diametro stesso , eh’ è. il ciscosciUto. alla sfera.; laonde, 
permutando, starà la. sferoide al icilludro ciraoscritlolo, come- 
la sfera al cilindro quadralo, intorno ad ossa . £ però cssen-^ 
do la sfera due terze parti di questo .cilindro,do,vrà lasferoidc 
esser pure due terze parti del cilindro ad essa, circoscritto . 

. E nel modo stesso si farà. la dimoslrazioac per Lellissoidcv 
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PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

6i 5 .Se il irilineo iperbolico DBR [fìg. 19.], nel- 
r iperbole parilatera DEB , si aggiri con perfella 
rivoluzione intorno al suo semiasse principale CRj 
il conoide iperbolico , che si genera , sarà la diffe- 
renza del cono retto rettangolo , che tiene per asse 
r ascissa CR computala dal centro , e del cilindro , 
che ha per base il cerchio del semiasse CB,e per al- 
tezza la medesima ascissa diminuita di due terzi del 
detto semiasse. 

Dim. Sia CA la surregolatrice della proposta iperb»le , e 
la scmiordinaia DR la incontri in A . Sarà il quadralo di 
DR uguale alla differenza de’ quadrali di CR, c di GB, o alla 
differenza de’ quadrali di RA , e di RQ , essendo a cagion 
dell’ iperbole parilatera DBR la GB ugua le alla BP , o alla 
RQ , e quiudi ancora la CR uguale alla RA . Dunque anebo 
il circolo del raggio DR pareggerà la differenza de’ circoli 
de' raggi RA , RQ . Inlanio I' ascissa RB dellipcrbolc BED 
si divida nelle particelle uguali Rr, ri , qualunque sia 
il numero , e la grandezza di esse ; e compili i reilangoli 
R/dD , RroA . . . , s' intendano questi rivolgersi d’ intor- 
no a RR insieme coll' iperbole proposta ; saranno i cilindri 
de' reilangoli Rn/D , RmA , RriyQ , come i circoli de’ rag- 
gi DR , RA , RQ. Dunque il cilindro RniD sarà ugnale alla 
differenza de' cilindri di RraA , e di RrdQ ; del pari che il 
circolo di RD si è qui sopra mostralo pareggiare la differen- 
za de' circoli di RA , e di RQ . £ dimostrando il medesimo 
assunto nelle altre parli dell’ ascissa RB , sarà il conoide 
iperbolico generalo dall' iperbole BDR uguale alla differenza 
del cono liouco , c dei cilindro generati nspcllivamculu dal 
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trapezio BRÀP , o dal rettangolo BRQF riToUi intorno alla 
BR , cioè al solido annoiare , che in tal rivoluzione descrive* 
si dal triangolo FQA. 

Ciò posto , si prenda la BV terza parte del semiasse EC, 
e la retta YN , che condocesi parallela alla RQ , si prolun- 
ghi insin che incontri la QP in N , e poi si faccia rivolge- 
re il rettangolo BYNP intorno a VR. Questo dovrà genera- 
re un cilindro eguale al cono di CBP {lO.XII.y, e quindi ag- 
giungendo a questi solidi il cilindro generato dal sottopo- 
sto rettangolo BRQF , sarà il cilindro descritto dall’ intero 
rettangolo YRQN uguale al solido , che vien formato dal 
trapezio CRQP rivolgendosi intorno a CR. Onde saranno u- 
guali le differenze di ciascuno di questi due solidi dal cono 
descritto dal triangolo isoscele rettangolo CRA ^ nel rivol- 
gersi intorno al suo cateto CB. Ma la seconda di queste due 
differenze è uguale al solido aniiùlarc generato dal triangolo 
FQA t nel poc’ anzi detto rivolgimento : ed un tal solido si 
ù dimostrato uguale al conoide proposto . Dunque al mede- 
simo conoide doviè essere ugnale la seconda delle dette dif- 
ferenze. — C, B. D. 

616. ScoL. La cubatura del conoide descritto dal trill- 
neo dell’ iperbole parìlatera , come sta detto nella proposi- 
zione precedente , si estende facilmente a quella pel conoide 
generato dol irilineo oorrispottdente di qualunque altra iper- 
bole, per mezzo del cor. 3. della prop. ix. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

teorzma. 

617. Se nell’ iperbole parilatera NSX iJig.iOé], 
rapportata agli assintoti CA , CD , si Uri ovunque 
l’ordinata NB,e poi Io spazio assintotico infinitamen- 
te lungo 6XN , cui quella retta è base , intcndnst 
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tlvollo intorno all’ assintoto CA con perfetta rlvo- 
inzione ; il solido, che si genera, sarà uguale al ci- 
lindro descritto dal rettangolo delle sottoposte co- 
i^rdioate NB, BC. 

Dih. Sì conducano in una tal curva rapportata all' asain- 
toto CD le due ordinate SR, sr , e congiunta la NC si com- 
piano i rettangoli CDNB , RStr , RQ ur . Saranno i due a- 
Dclli cilindrici generati da’ rettangoli RSir,RP/>r, colla 
menlovala rivoluzione , come le loro altezze SR , FR ; im- 
perocché essi han per comune base 1’ armìlla circolare de- 
scritta dalla Re. Ma SR sta a PR, o ad ND, come CD a CR, 
ovvero , pe’ triangoli simili CDN , CRQ , come ND a QR . 
Ed è poi la ND , o la sua uguale FR alla RQ , come il ret- 
tangolo RPpr all’ altro RQur. Dunque saranno i riferiti a- 
Dclli cilindrici di RStr, c di RPpr , come i rettangoli RPpr, 
RQur . £ quindi, per la proposizione vi. del presente libro 
c la F. Blem.V. , il solido assiototico CAXND starà al ci- 
lindro generato dal rettangolo BGDN coll’ anzidetto rivol- 
gimento , come il rettangolo BCDN al triangolo NCD, cioè 
come 2 ad 1. E perciò il solido acuto inCnitamente lungo , 
che vien generato dallo spazio assintotico BXN in tal rivol- 
gimento, dovrà essere ugnale al sottoposto cilindro, genera- 
lo dal rettangolo delle coordinale BC , BN . — C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXV. 

« ' 

TlbOREMi^. 

6t8. Il quadrilineo iperbolico esterno MFCA 
[Jìg. 1 . ] limitalo tra il semiasse primario AC , e la 
semiordinata MF all’ asse secondario si rivolga in- 
torno a questo j il cilindroide che vien generalo dif- 
luiità dal cilindro isciillo in esso , che si genera in 
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tal rivolgimento dal rettangolo APFC , pel cono 
che , nel medesimo rivolgimento , si descrive dal 
triangolo FCD,il quale risulta tirando per F la B'D 
parallela alla BA congiungente del vertice A del- 
l’ iperbole coll’ estremo B dell’ asse secondario. 

Dim.L’ ascissa CF, che dioota l' altezza di quel cilindroi- 
de , si concepisca divisa nelle particelle uguali FE, EG ... 
XY , YC , e conducansi per E,Y, prima ed ultima divisione, 
le Ec, yj ordinate alla CF, la prima nell’ iperbole MAK , o 
r altra nel rettangolo PFCA . Ed essendo per la natura di 
queir iperbole MF* : CF’ -f- CB* : : CA’ ; CB’ , e quindi 
5 : CD’:CF’; sark MF* : CF'+ CB’:;CA’-f-CD’: CB’-f- CF’ 
(12.V.). Laonde MF’ risulterà ugnale a CA’ -f CD*; e’I cer- 
chio del raggio MF sarà quanto quelli de' raggi CA , CD . 
Adunque il cilindretto generato da MFEe, nel rivolgersi in- 
torno a BC , il quale è un elemento del cilindroide propo- 
sto, sarà ugnale a’ due cilindretti , 1’ uno descritto da \CYy 
in tal rivolgimento, eh’ è un elemento del cilindro che gene- 
rasi da ACFP , r altro descritto dal rettangoletto CDZY , 
eh’ è un elemento del cono, che generasi dal triangolo FCD 
rivolgendosi intorno ad PC . 

E praticando il simile apparecchio di poo’ 1’ *1' 

tra particelle EG, eia sua corrispondente XY, si dimostre- 
rà parimente , che l’ elemento di cilindroide che generasi da 
"EGge sia quanto due cilindri , 1’ uno descritto da XY^x , 
r altro da YHzX , eh’ è un elemento del cono poc’ anzi det- 
to. E così continuando per tutte le altre particelle della FC, 
risulterà in fine il cilindroide descrìtto da MFCA uguale al 
cilindro generato da PFCA , ed al cono di FCD , rivolgen- 
dosi quel rettangolo , e questo triangolo intorno alia FC. E 
però quel cilindroide supererà il cilindro suddetto , eh' è 
r iscrìtto in esso, pel cono generato da FCD- — C. B. D. 

ti 19. Scol. Essendo il cilindro, che ha per base il cerchio 
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di CA , e pur altezza CF aguale al cono della stessa base ^ 
ed altezza 3CF , e qaìndi uguale a due coni della medesi- 
ma base , r un de’ quali abbia CF , 1’ altro 2CF per altez- 
za ; sarà il cilindroide generato da MFCA uguale a’ coni di 
base cerchio di CA altezza 2CF, base medesima altezza CF, 
e base cerchio di CD altezza la stessa CF . Ma per essersi 
dimostrato il cerchio di MF uguale a’ cerchi di CA , CD , 
questi due ultimi coni pareggiano il solo di base il cerchio 
di MF , altezza CF . Laonde : 

Il cilindroide proposto sarò quanto due coni, F un de’ qua- 
li abbia per raggio della base F ordinata estrema alF asse se- 
condario delF iperbole generatrice del cilindroide, e per altezsa 
F ascissa corrispondente ; F altro doppio in altezza abbia per 
base il cerchio descritto dal semiasse primario. 
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CAPITOLO IV. 

Della eettificazione degù akchi paxaiolici. 

— » — »*« > « < •«» ■ t 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOKENA. 

620. Se dal vertice principale A [fig-"* * • ] della 
parabola NÀP si prenda un qualunque arco AN , 
e pel suo estremo N conducansi la normale NR , e 
la NM semiordinata all’ asse AR j il rettangolo del 
parametro principale AB, e dell’arco AN sarà ugua- 
le al rettangolo della delta scmiordinata NM nella 
corrispondente normale NR , una col quadrato del- 
la metà di quel parametro moltiplicato pel logarit- 
mo della ragione della semiordinata accresciuta del- 
la normale al semiparametro. 

Din. L’ asse AR dell» parabola NAP si prolunghi in snl 
vertice , finché la CA sia uguale alla metA del parametro 
BA ; e poi dal centro C , col semiasse AC descrivasi l’ i- 
pcrbole parilatera A£ . Sarà la sannonnale MR nella para- 
bola AnN ugnale alla metà del parametro AB , e con ciò u- 
guale al semiasse AG dell’ iperbole parilatera AE, e sarà pu- 
re il quadrato di MR uguale a quello di AC . Intanto , per 
la natura della medesima iperbole, l’ è anche il rettangolo 
PDA uguale a DE’, o ad MN’. Sicché la somma del rettan- 
golo FDA, e del quadrato di AC, sarà uguale alla somma 
de' quadrati di MN u di MR , cioè a dire sarà CD’ uguale 
ad NR* ; n quindi CD , o la sua uguale GE pareggerà la 
normale NR. 
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ALLE PRENOZIONE 

Alla prop.IlI.(§.tO .) — Nel cono igeacele esaendo ugaali toU' r Iati, 
tede però che qualunque aezioDe pel vertice sia un triangolo isoacele ; 
mentre nello scaleno risultano isosceli solamente que' triangoli, che han- 
no per lati quelli ugaali del cono a due a due . Or avendo il geometra 
Sereno *, nel suo libro de Sectione coni ( prop.vui.) , risoluto , pel co- 
no retto , il problema di tegatio con un piano pel tertiee , ticchi la le- 
zione riiullatie un triangolo di data aja ; I' Halley nel riprodurre quel 
libro col testo a fronte.in fine del suo i4poi{onias,elegantementc impres- 
so in Oxlord nel 1710 , fu indotto a trattare lo stesso problema nel co- 
no scaleno ( tcol. dopo laprop. xxxix.} . E come che in tal caso il pro- 
blema è tolido , ei recovvi un'analisi algebrica , cui soggiunse la con- 
veniente costruzione col cerchio ed una data parabola , adoperandovi 
quel metodo , che aveva egli prodotto anni prima , in prolungamento 
della costruzione Cartesiana . 

Tra gli opuscoli di nostra scuola si darà una soluzione geometrica 
di questo problema , adoperando le stesse curve . 

È poi facile rilevare , eh' essendo nel cono scaleno nguali I* un I' al- 
tro i triangoli per l'asse , che hanno per basi i diametri similmente 
inclinati a quello elio passa pel piede dell' altezza del cono ; debba ri- 
sultar minimo precisamente il triangolo di questa base , cioè guello 
per l'attB e per l' altezza ; poiché la sua altezza è sempre il cateto del 
triangolo rettangolo , che ha per ipotcnusa f altezza di un qualunque 
altro triangolo per l' asse. K si comprenderò ancora agevolmente . che 
sia mafiimo I' altro la cui base ò il diametro perpendicolare al primo 
già dello , da cui ha la massima distanza angolare . 

Lasccremo ad esercizio de' giovani il dimostrare, che:' Tuffi 
jiiiRli ne' quali le altezze de' triangoli per 1" aeii incontrano la boti 

* Questo geometra del quinto secolo, che , com' è stato già accennato, 
nella noterella 13 alla Storia delle sezioni coniche. /*!( un comentatore di 
ApMonio , aggiunse a’ costui Conici un libro de Sectione cylindri , per 
vwstrure , elle l' ellisse conica sia d'identica natura alta cilindrica , 
ed ancora un altro de sccliune coni, che sarebbe stato più ben detto do 
sectione coni per vcrticcm ; poiché egli vi considera solamente i trian- 
goli che per tal sezione derivano , come meglio specificò a quel Ciro , 
Cui dircMs un tal libro. 
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iti cono $teno attogaii nella einonfmnxa di eerthio , che ha per iiawu- 
tro la retta interpoita tra il centro dotta ioee del cono , e ’l piede detta 
tua attexxa ; la quale Terità. riportata da Sereno , incontraai io parec- 
chie istituzioni moderne su i Conici . Come ancora la soluzione del pro- 
blema di : Etibire in un cono eealeno quel triangolo per T aue, che ssrM 
data ragione al minimo di eeei , che dal P.Greg. da S. Vinteeco te trat- 
tata ne’ pralegomeni alte sue Sex. Con. ( prop. 9. ) . Finalmeete , -fit 
mexxo detta prop.A.El.Ii , potranno essi facilmente dimostrare , dhe t 
fa somma de' quadrati de' lati , di un qualunque triangolo tegettd In <Mt 
cono scaleno, eia eempre la tleeea , e precisamente quanto il doppie idi 
quadrato del raggio dtt cerchio baie , e dell allro delT asse dei tono . 

d' §§. 24 , 25 , e 27. — Per le denominazioni date a queste curra 
•I tenga presente il $. 9. della Storia delle Sexioni Coniche , e la nota 
corrispondente a piò di pagina. 

Alla prop. VII. ( §. ^. } — Il presente teorema locale escogitato dal 
Pergola è molto adatto a stabilire una teorica generale delle curve co- 
niche , non solamente per le vie della sintesi / Fed. 37. ) ; ma anco- 
ra volendole analiticamente trattare , com' egli stesso V indicò nel 
$.17 del suo Trattato analitico de' luoghi solidi. Per mezzo del medesi- 
ino si può anche ottenere una generai defìnizìone , assai più propria , 
del parametro delle curve coniche , la quale inchiuda ad un tratto il 
valore di esso , o la sua posiziono . E ciò si vede sviluppato nelle pro- 
posizioni VI. parabola , VII. elliue , ed Vili, iperbole , e nelle deG- 
nizloni che immediatamente le seguono. 

Atta prop. Vili. ( ^.34. ) — Nelle precedenti edizioni del presente 
trattato trovavasi dimostrato separatamente {i«r ia parabola , e per l' i- 
perbole , che : Una retta parallela ad una tangente la curva doveva in- 
contrarla in due punti . E di questa verità importantissima , per le ri- 
cerche a farsi su tali curve, più di una rigorosa dimostrazione se n' era 
congegnata in nostra scuoia. Ma essa discendendo naturalmente dalla 
genesi per sezione.qui adottata per le curve coniche, abbiamo però sti- 
mato conveniente di recarla generalmente io questo Iuogo,sopprimendo 
quelle proposizioni, che specialmente la riguardavano nel trattar di cia- 
scuna curva conica. Abbiamo poi enunciata tal proposizione in modo da 
indicare non solo l' incontro in due punti ; ma I' impossibilità <f in- 
contrarle in più di due. Apollonio l'aveva ancora dimostrata general- 
mente , ma non già nel nostro modo (Ved.prop.l9. lib. /.Coiiicoruin^. 

Non meno im|Kirlauti del teorema sono poi le verità , che ne sono 
State dedotte ne corollari [ $$.35 e 36 }. 
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^i§. 40. — Questa aemplieitsiint , e oalural defloitiooc della tan> 
gente una cuna conica , i desunta da quella che diede Euclide pel 
cerchio . 

Alla pnp. ri. parah. (%.5S. ). VII. eli. (§.132. ) . ed Vili, iperb. 
( §.216. ). — Si vegga la noterella alla prop. Vili. Prenozioni . 

A' ^§.70, e 72. (Def.V. e cor.2.) — La deiìnizione generale qui data 
dalla proporaio ne armontea , o medietà armonica , come la dissero gli 
antichi ( Ytd.i'uppo U6.///.Collrct.) . denominandola dal termine me- 
dio , che ne costituiva la specialità , per la maniera di compararlo 
a' due estremi , trasmutasi , per le rette , nell' altra del §. 72 più usa- 
ta da' moderni. Ed è evidente, che per questa risultino assegnali in una 
retta definita , oltre i suoi estremi , due punti medii ; e che essendo 
massimo il primo termine della proporzione armonica per essa , poichù 
è la stessa retta , debba risultar minimo il quarto termine , cioè la por- 
zione di retta interposta Ira' due punti medii ( 25. El. V. ) . 

Or di tali quattro punti , considerandone , come occorre , due fram- 
mezzati da un terzo , e però, cominciando da un estremo della retta , o 
questo e 1 secondo de' punti medii , o pure ii primo di tali punti e 
r altro estremo di quella , li abbiamo detti allemi ; poiché tal denomina- 
zione ci sembra più propria dell' altra di coniugati , trovandosi tal voce 
già adoperala in altro significalo presso de' geometri : ed alterne anche 
abbiamo dette le armonicati ^S-75. ) prese nello stesso ordine , cioè la 
prima con la terza , e la seconda con la quarta . 

Al lemma ( §. 78. ) — La verità qui esposta fu dai nostro Bercili di- 
mostrata nella prop. 3. de' suoi ApoUonii Conica compendiaria , e dal 
de la Hire nel lib.I, delle sue elaboratissime Seclionet conieae [pr.13 .) , 
il qual libro principalmente riguarda la seziono armonica di una retta , 
e le proprietà delle rette armonicali ; su di che egli , seguendo il suo 
compatriotta Pascal, fondò le dimostrazioni di molti teoremi della dot- 
trina de’ Conici. E pare che I' altro pur suo compatriotta Carnet ri- 
producrndola , dopo ben più di un secolo , non avesse avuto affatto 
presente quel dotto trattalo , che certamente non no avrebbe data 
una dimostrazione implicata di espressioni trigonometriche ( Essai sur 
la Morie dee Iraiuvenalei , pr.7. ). 
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Ma se il nostro gentil secolo non dispreziasse tanto le opere degli an- 
tichi , senza leggerle ( anche perchè poco si bada ad apprendere le lin- 
gue in cui furono scritte , e tradotte ) , si avrebbe ben potuto rilevare- 
una più che compiuta teorica della proporzione armonica, e de' punti , 

I delie rette armonieali dal lib. VII. delle CoUecl. Math. di Pappo , ne' 
lemmi a' Pon'itni Euclidei . Ed il caso più importante di. tal lemma , 
si aveva anche espressamente nella prop. 33. del libro de Seetione 
eylindri di Sereno . 

Al §. 77. ( cor. 1.) — Iji verità qui enunciata somministra un' ele- 
gantissima costruzione per esibir generalmente qualunque delle rette 
armonieali date le altre Ire ; o il quarto punto di proporzione armonica 
io una retta , nella quale Cossero assegnati i tre altri : giacché è nota la 
stretta corrispondenza tra l' esibizione dello armonieali , e la divislon» 
armonica di una retta . Ed eccola nel seguente 

PaoBLEMa. 

Date le tre rette AB , AE , AC eoneorrsult in un punto [ fy.f,] , *• 
libire la quarta armonicale . 

Sol. Tirisi a qualunque di esse , come AB , una parallela indeGalta 
RS , che seghi le altre due no' punti M , N. Giù poste , so la quarta 
armonicale cercala sia I' alterna alla Ali .. nel qual caso dovrà cadere 
ira le AE . AC , essa dovrà [>assare pel punto P, medio della MN . £ 
volendola alterna alla .iE, basterà prendere la Nm uguale alla N.M ; sa- 
rà AimE la quarta armonicale cercata. Volendola , in fine, alterna al- 
la AC . c perù tra le AB , AE, si prenderà la Mn uguale alla MN ; e la 
congiunta An sarà la retta richiesta. 

Scol. Non ostante la grande eleganza della generai costruzione del 
precedente problema, non dobbiamo tralasciare l’ altra già conosciuta , 
che avevanvi recata il P. (iregorio da S.Virrcenzo f Quadr. circuii) , lo 
Sehooten (De constr. probi, geomeir.) , e I de la Uire ( Sectionee coni- 
eae J , per la quale ci conviene preoiclterc ii seguente 

T E O B E M A. 

Se I lati opposti del quadrilatero ABCD [ /ig. 2. ] concorrano pro- 
dotti in E , E , Congiunta la EE , e tirate le diagonali AC, BD fino ad 
incontrarti con la EE \ i quattro punti , che resulteranno segnati fn cia- 
scuna delle LE , AC , BD prolungate , saranno aimonici : cioè la AH 
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torà diniM armtmieammU tu G , C ,la BD inG , K , ila VE m 

a,K. 

Blu. Si tiri per C ta LMCN parallela alla AE ; doTri alare 
AE ? ED :: CL : CM 
ed ED : AD :: CN : CL 

quiodi AE ; AD :: CN ; CM 

e pemmtando AE : CN :: AD : CM 

Ma pe‘ triangoli simili AEIl , CNH sta 

AE : CN AH : HC 
e per gli altri ADG , CGM età 

AD : CM AG : GC 
Starà perciò AH ; HC :: AG : GC 

E con la stessa dimostrazione si proverà, che nel quadrilatero DEFB 
i cui lati opposti sono convenuti in A , K , congiunta la AK , debba la 
diagonale FD risultare armonicamente divisa inC , P. 

Adunque nelle quattro rette armonicali AK , AD , AG , AB cadendo 
le altre KDGB , KEUF ; dovranno le dUgonaii BD . £F rimanere ar- 
monicameotc divise l' una in K , G , l' altra io K , H. — C, B. D. 

Alitar. 

Ma di tal verità eccoae un' altra non meno elegante dimostrazione , 
fondata su di una nuova proprietà del triangolo rilevatavi dal professor 
Flauti , nella sua Gtomtlria di sito , cioè : 

Se tu i lati del triangolo ABC [ fig. 3. ] ttmdueaii comunque la 
trattenale DEE, dovrà etare 

AC:CE::(AB:BF)(FD:DE) 

Imperocché tirata da F la FG parallela alla AC , si ha 
AC:FG::AB:BF 
FG : EC :: FD : DE 

e quindi AC : CE :: (AB : BF ) ( FD : DE ) 

Ciò posto, venendo al nostro caso del quadrilatero completoABCDEF 
[ fg.S.I , e prendendovi a considerare la diagonale AC si ha , che i lati 
del triangolo AEU essendo segati dalla trasversale FCD in F, C, D, do- 
vrà stare AH;HC::(AE:ED)(DF;FC) 

Inoltre essendo i Iati dell’ altro triangolo ADG tagliati dalla traversale 
ECB ìd E , C , B si ha 

AG:GC::(AD:ED){EB;BC) 
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E la atem ECB incontrando oe' medeaimi tro punii i lati dal triaaga* 
lo AFD , ai ha ancora 

EB : BC ;: { AE : AD ) ( DF : FC ) 

Che perciò , aostitueodo queate componenti la ragione di BB : EC 
nella precedente ragion compoata , ai vedrò io fine riaultare 
AH : UC AG : GC 

Ond' è che la AC è diviaa armonicamente in G , H . 

E poiché i quattro punti A, G, C, U aono armonicali , lo aaranno an- 
cora le quattro rette FH, FC, FG , FA, le quali perciò divideranno ar- 
monicamente l'altra diagonale BI) in G , K ; ed in conseguenza anche 
la FE aari diviaa armonicamente io H , K . 

5C0I..1.1I Carnet avendo dato alla figura ECFA , che risulta dal qua- 
drilatero ABCD , con la costruzione indicata nel teorema , il nome di 
quairilaltro eompUlo , ed alla congiunta EF ancor quello di diagonale, 
come per le AC , DB , e queste denominazioni trovandosi da* geometri 
moderni adottate ; si potrà quindi il precedente teorema enunciare alla 
sua maniera nel seguente modo : 

In ogni quadrilatero completo, eiateuna delle Ire diagonali rimane ar- 
enonieamenle divisa dalle altre due , e da' vertici degli angoli, eh' està 
congiugne . 

ScoL. 3. Or ecco come dal precedente teorema rilevasi immediata- 
mente la quarta armonicale. 

Sieoo AB, AC, AD \fgÀ^ le tre rette date , e si cerchi per esempio 
la quarta armonicale alterna ad AC. Preso su questa un punto ad arbi- 
trio C , ed inclinate anche ad arbitrio per esso tra la altre due le retto 
B£,FU , che formeranno con esse il quadrilatero completo ABCDEP , 
vi si tirino le diagonali BD , FE , produceodole fino ad inoontrarsl in 
K ; sari AK , com' è ben chiaro , la retta richiesta . 

E potrà, se piaccia seguirsi anche tal meuoper la ricerca del 
quarto punto armonico . 

ScoL.S.Ha il quarto ponto di armonica divisione può ottenersi con la 
semplice ricerca di un quarto proporzionale in ordine a tre rette date : 
Di fatti , dovendo essere [ /Ij.ò. ] BC : CE :: BD ; DE , si avrà com- 
ponendo BC -|- CE : CE :: ED ; e si far^ noto il punto D , quando 

s'ien dati gli altri B , C , E . 0 pure dividendo BE ; EG :: BD — DE 
: DE ; e si fari noto il punto C , quando sien dati gli altri B , O , E . 

Trovandoci qui , per incidenza, a trattare della proporzione armoni- 
ca , e di essa applicata al quadrilatero completo , non sarà fuori pn^ 
posile recare i seguenti altri teoremi , per l' uso che oceerrerà far- 
ne altrove . 


Digitized by Google 



Note 


IX 


Faremo però prima osscryaro . che caso può conaiilcrarsi risiiUaro 
da quattro rette comunque situate , clic ne sono i quattro lati ; wl i sei 
vertici sono i sei punti , in cui le quattro retto possono, generalmente, 
intersegarsi a duo a due. Pioteremo inoltre , che da' quattro lati di un 
quadrilatero completo , presi a tre a tre , si hanno quattro triangoli , 
tra' quali vi ha relazioni estremàmente rimarchevoli < Del che altrove. 

Teorema. 

In «n qnadrilaUro completo ABC DEF [jig.6.^, i punti medii X,Y,Z 
delle tre diagonali AC, BD, E F sono in linea retta. 

Dim. D a' punti medii e , 6 , a de' lati di uno de' quattro triangoli de- 
terminali da' quattro lati del quadrilatero , come EB.\ , si formi I al- 
tro triangolo e 6 a ; è chiaro che i lati di questo triangolo passeranno 
pe' punti medii delle diagonali . Ciò posto , poiché i lati del triangolo 
EBA eoD segati in D , C , F dalla I)F , starà f V. V Alilct a poj.vii. ), 
AD:DE::(BC:CE)(iVE:FBÌ. 

Ma per le parallele AE , a« sta - 

AD : DE :: «Y : Ya 
e per le altre BE , be sta pure 

BC : CE :: eX : X6 , e di più AF : FB :: bZ : Za 
sarà dunque eY : Ya :: { eX ; X6 ] ( éZ : Za ) 
end' è ebe'i tre punti X, Y, Z staranno per dritto. 

Alle prop.XIV.par. $.79 , XX. eli. §. 17S , e XXXI. iperb. %99S-^ 

1 Che si paragoni la dimostrazione comune a quoto proposizioni. ottenuta 
per mezzo del leirtma stabilito precedentenento (§.76.), con quella che 
ne fu data nelle precedenti edizioni , e si rileverà subito la fecondità del 
principio recato in quel lemma . 

Al cor. 3. (%.8^. ) — Sebbene bastasse a dimostrare la verità , che 
vuole stabilirsi in questo corollario , il modo con cui nel principio di 
esso vi si perviene ; puro a renderla anche indipendente da questo, onda 
non veggasi la necessità di ricorrere alla supposizione.chc la tangente di 
una curva conica sia la segante di essa, che abbia riuniti insieme i duo 
punti d’ intersezione, visi è soggiunta li dimostrazione indiretta ; men- 
tre noi miriamo ad insinuare in modo positivo nell' animo de' giovani 
tutto quelle nozioni essenziali , le quali hanno però dell’ astratto . e 
del mctaCsico, 

b ■ 
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Atta prop. XV, parab. ( §§. 8.3. a 90.) — e<l alle analoghe per T el- 
liaac , e r iperbole [§§. 173 o 291. J . 

1. La proprietà delle curve coniche sviluppata in questa propoiixio- 
«c è il ibitdaaienlo della teorica , Cosi detta da' moderni , de' poli , del- 
le polari, c dello polari rtciproche, Perl' appropriazione di questo nuo- 
ve denominazioni, multi recenti geometri (e ci c lecito concliiudcrlo sia 
d 'Ile loro opere , sia dagli .innaii di malemalica pubblicati dal Clcrgon- 
nc ) ignari forse delle opere degli antichi , c di altri geometri a noi 
più vicini , hanno ereiluto , elio si trattasse di una novella dottrina ; 
mentre essa ben coiitenevasi in questo . L' è vero clic la medesima 
per qualche tempo rimase quasi dimenticata ; ma puro ben si vide ri- 
prodotta dal Pergola . nò sappiamo persuaderci , die fossero rimasti i- 
gnorati i moltiplici lavori, o le applicazioni fattene da' suoi allievi , od in 
nostra scuola ; di che attcsta la piccola parto di optttcoli, che venne 
pubblicata net 1810 ; c più di tutto il mostrano le varie cario , che tut- 
tavia rimangono presso noi de' Mss. del Fergola . Ed è bene nota- 
vo , che questo nostro benemerito , ed illustro concittadino ebbe 
scuola attivissima fin dal 1770 , che poi chiuse nel 1800. Checjie pe- 
rù sia di tulio ciò , sembrandoci conveniente di uniformar l' antico al 
novello linguaggio , ormai generalizzato , a line di porre i giovani nel 
caso di ben intendere i lavori <lo' moderni geometri , consacreremo 
qui qualche pagina a sviluppar brevemente , ed enunciar loro taluno 
delle più interessanti proposizioni intorno rìpidi , ed alle polari , o ta- 
lune delle moliiplici proprietà, cui esse dan luogo pe'quadrilatcri iscrit- 
ti , c circoscritti alle sezioni coniche . 

. 2. Applicando adum|uo la durioizlone del polo , e della polare alla e- 
luinciazionc della proposizione XV , si ha , che : 

1. J poli di lune le relle , che pattano per uno sletto punto , comun- 
gue tilualo a riguardo di una sezione conica qualungue , tono (ulti so- 
pra una stessa nella, polare di quel punto . 

Osservando poi che ad ogni retta dee corrispondere un punto per 
polo , si ha-incersamente , che : 

^11. Le polari di ogni punto di una eletta rella a riguardo di una le- 
zione conica qualunque , inierteganii tulle in un medetimo punto , il 
quale i polo della rella . 

IVichù la polare di un punto è conjugata alla direziono del diametro 
sul quale trovasi il punto ( vale a diro parallela allo suo ordinate ) , e 
passa per I' estremo interno v o eeterno della sottangcnte corrisponden- 
te a questo punto , secondo die , per I' opposto, il punto sia etierno , o 
interno alla curva (8T.) , à chiaro che nel primo caso , cioè quando il 
punto è fuori , la sua (ivlaro debba intursegar la curva ; e nel secondo 
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cadérne invece tutta al di fuori , scnaa potoria afl'atto incontrare . 

3. Dalla drfìnizione, e'dalla coatruzione.della polare in conseguenza 
del polo si ha inoltre , che : 

III. Il tirliee di un angolo qualunque eitvoicriUo ad una ttzione co- 
nica , i il polo della ntla indefinita , che poeta pe' contatli , oppure- i 
questa la polare di quello.. 

E che ^ 

ly . Il punto medio di una cordò qualunque i il polo della parattUi 
tiratale dal rertice dell' angolo, i cui lati toccano la curva , negli estremi 
della corda . 

k. Come corollari de' oum. I , e II possono ancor notarsi le. duo se- 
guenti proposizioni : 

y.La eongiungentf due punti qualunque i la polare del punto i im- 
contro delle polari de' punti medesimi , 

VI. £' intersezione di due rette qualunque i il polo della eongiungen- 
le i poli delle rette stesse. ^ 

5. Dalla costruzione dojla polare si rileva altronde , che : 
yil. Le polari di punti situati sopra uno stesso diametro tomi tutte 
parallele tra loro , e coniugate alla direzione di questo diametro : vai 
guanto dire parallele alle sue ordinate. E che : 

Vili. I poli di rette parallele si trotino sul diametro coniugalo alla: 
direzione di quelle rette. 

6.Sc il punto dato per polo, corrispondesse al centro della sezione co- 
nica , è chiaro che la sua polare diviene allora inassegiiabile, o per dir 
veglio impossibile ; mentre le tangenti condotte per gli estrcnii di tut- 
te le corde , ossia diametri , che passano per esso , i>ssondo parallele,* 
non possono convenire in alcun punto . Or questa impossihititiviui fatto 
dire , che la polare del centro di una sezione conica, «qdpdi dlatann* in- 
Inttn nd*lh‘MiniÉlahiia*rtllilllt[^^ > HMt~Ìgia- tbbiMW. creduto ■ 
notare, affinché' i giovani intèndane il senso preciso di questa espressio- 
ne , che troveranno sovente usala. E cosi-pure suol dh-si, die il polo di 
un diametro cada a distanza iòfinjta sul 'suo conjugato , appunto per 
L' impossibiliti di assegnarlo . 

Se poi il puntosi trovasse sul perimetro della curva, ècbiaroche la 
sua polare si riduca allaiangenle nel punto stesso,; o viceversa, ette il 
polo di una tangente sia lo stesso pueto di contatto. 

T. Eoa delle proprieli pii interessanti del polo , e della polare si lui 
nella seguente proposiziono , gii enunAata nel §. 89 , cioè , che ■- 
l\.Tulte le eeganli di. una se sione cònica , che patsam per uno stesso 
punto , rimangono armèntcamenle divise dalia curva .dal punto , e dal- 
la sua polarSi 


Digitized by Googic 



xn 


Note 


8. Nel «eguentc $. 90 è dichiarata una proprietà notabiliaaiiaiS^ ni 

ron dolali i quadrilateri iscritti nello sezioni coniche ; vai quanto dire 
[ 3 > ' *''® PiS,!!, dio risultano dall' incontro delle dia- 

gonali AC, BI), e da quelli de’ lati opposti AB , CI) ; ed AD , DE sono 
tali , cho ciascun di essi è il polo delia retta la quale unisco gli altri 
duo . Ora pCr maggior chiarezza , e semplicità comprendendo pe' qua- 
drilateri iscritli , sotto la denominazione di corde , tanto i lati , che 
le diagonali ( Vrg. il §. 366. ) la preposizione di cui trattasi può più 
comodamanle enunciarsi nel modo seguente : 

X. 1 Ire punii d' inconiri delle tre coppie di corde opposte di uq qua- 
drilaleró iterino in una sezione conica tono lati , cl\e ciascun di etti è il 
polo della conijiungentc gli altri due, 

9. Questa interessantissima proprietà de' quadrilateri iscritti nel 
le sezioni coniche, cho ha formato , c formla la baso dello principali ri- 
cerche de' moderni geometri su tali curve , è dovuta al prof. Scorza , 
non ha guari tolto alla Geometria , od alla nostra scuola , Benvero oi 
la rilevò la prima volta nel eerchioi all' occasione dell'elegante soluzio- 
ne da lui data del problema d' t'icriocre in un cerchio un Iriangolo , t cui 
iati pattar dovettero per tre punii dati , pubblicala nel 1810 tra gli o- 
puscoli malemalici della scuola del Pergola , nella quale la connata 
proprietà ò implicitamente compresa . Ma chi non sa cho le proprietà 
del cerchio , ove non occorrano relazioni angolari, si generalizzino per 
tutte le sezioni coniche? £ di questa proprietà è poi conseguenza imme- 
diata , ed evidente I' altra , cho relativamente a’ quadrilateri circoscrit- 
ti verrà piu appresso enunciala ( n.XV ) ; o che ò altrettanto impor- 
tante quanto la prima , 

10. Or no' vortici A, B, C, D di un qtiadirliatoro iKrUtó In una eurra 
conica si conducano lo tangenti , e si producano Uno a riunirsi a due 
a due ne' sei punti e , f , g , h , m , n. Risulterà per tal modo'il qua- 
drilatero completo e/'jAmn circoscritto alla stessa seziono conica ;q 
per effetto della costruzione è chiaro ,- che ognuno de' sei vertici di 
questo nuovo quadrilatero sia (n. 111.) il polo di una corda appartenen- 
te al quadrilatero iscritto ; cioè a dire sarà il punto e il polo di AD , il 
punto f di AB , j di BC , A di GD , m di BD , cd n di AG . Posto ciò i 
poli di due corde opposte qualunque del quadrilatero iscritto , come di 
•AB , CD , si uniscano colla retta fh ; sarà questa rotta la polare del 
punto S (fi. V.), intersezione di qqclle cordey’ ma ò pure PR polare dello 

' stesso punto S (n. X. ) ; dunqug le due rette hf,PK staranno per 
dritto. E da ciò segue , che stiano per dritto i quattro punti A,/, P, It, 
vaio a diro , i poli h , f di due corde opposte DC , AB , e lo interse- 
liooi P, R delle rimanenti due coppie di cordo opposte. Noi mo lo stesso 
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«i conchiudtf rà , che slicno .per dritlo i qualtro punti « , P , 3 , S , cioè 
i poli t , g delle cordo opposto AD,BC . c lo intersciioni P, S dello altro 
duo coppie di cordo opposte. E finalmente che ancora in una retta si tro- 
■vino i quattro punti m, R, n, S corrispondenti a poli m. , « delle cordo 
opposto BD , AC , e<l a' punti <f incontro R . S detle altre duo coppie 
di cordo opposte . Quindi ne risùltori la proposizione soguento 

XI. 7n un guùdritattro ìscrilto ( cotnplelulo cvn (ulte le tei cortle ) , t 
poli di due corde apposte qualunque , t le due iniersczioni delle rima- 
nenti due coppie di corde opposte tono itmpre in linea retta. 

11. Si osservi ora, che lo tro rette ej , /A , mn sono precisainenlc lo 
tre diagonali del quadrilatero completo circoscritto efghmn ; e cho 
perciò , por la proprietà di questa figura più innanzi dimostrata ( noia 
al §. 77 . ) , la «3 sarà divisa armonicamente dallo altro due no' punti 
P. 5 ; la hf lo sarà ne’ punti P , R ; c la m n lo sarà no' punti R , S . 
Quindi si iu I' altra propoaizione . 

XII. La retta che patta pe’ poli di due corde opposte qualunque di un 
quadrilatero iscritto , e per le interseiioni delle altre due coppie di cordo 
opposte , rimana in questi quattro punti armonicamente divisa. E que- 
sta retta è inolire la polare del punto in eui t' incontrano quelle due pri- 
me corde opposte , 

l^.E da questa risulta evidentemente , che t 

XIII. Se due corde opposte qualunque di un quadrilatero ooriaàile i- 
seritlo in una sezione conica convengano costantemente in un punto fit- 
to , le due intersezioni delle altre due coppie di corde opposte ti trove- 
ranno sopra una retta fissa , polare di quel punto. 

IS.Notiamo ancora , clic le tre diagonali eg,[h, mn del quadrilatero 
completo circoscritto si tagliano a due a due, furmandu il triangolo PRS. 
negli stessi tro punti P , R . S ristRUali dalle iotersezioni delle tre cop- 
pie dcllè corde opposto del corrispondento quadrilatero iscritto. Quindi: 

XIV. Due diagonali qualunque di un quadrilatero completo circo- 
scritto ad una sezione conica , t' intersegano in un medesimo punto co» 
quelle due corde opposte del corrispondente quadrilatero iscritto , pe 
poli de' quali ]>atsa la terza diagonale . 

£ questa proposizione è assai più generalo di quella , che suol esse- 
re cosi enunoiala ; 

Le diagostali di un quadrilatero iscritto t' intersegano in un medesi- 
mo punto colle diagonali del eorrispondehle quadrilatero circoscritto , 

Mentre in questo modo non si ticn conto che del solo punto P , nè 
sarebbe la proposizione applicabile agli altri due punti R , B , cui con 
viene identicamente. 

lè.t'iaalmcnte (Ktichò i tro punti P,R,S, clic rclalivamcnto al quadri- 
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latcro iscritto risultano daHo iolcrsezioot delle suo tro coppie di cord» 
opposte, hanno la proprietà di esser tali, che ciascuno & il polo della rot' 
la, che contiene gli altri due ; e gli stessi tro punti, rclaUvamente a 
quadrilatero circoscritto, risultano ancora dagl incontri a duo a due del- 
le suo tro diagonali ; però si ha la proposiziono seguénto, di' i pcrlblta- 
menlo la reciproca di quella riportata al o. X. 

XV. In ogni quadrilatero completo circotcrilto ad una sezione coni- 
ca, il triangolo, che ritulta dagl incontri delle sue tre diagonali, a due a 
due, e tale, che ciascun de' suoi vertici à il polo del lato opposta ad esso, 

15. Da questa proposizione , o dalla costruzione della polare , data 
il polo , risulta, che i diametri i quali passano pe'vertici 1’, R, S del tri- 
angolo PRS, or ora consideralo, sten tali, che ciascuno è conjugato alla 
direzione del lato , che [gli i opposto . In coasogùeoza se la sezione 
conica , alla quale il quadrilatero completo è circoscritta , sia un coc- 
chio , allora ciascun di que' diametri sarà perpendicolare al lato op- 
posto al vertice, pel quale è condotto ; o , io altri termini ,. le loro dire- 
zioni si confondono con quelle delle tre altezze del triangola. Ond'è 
che si ha il seguente teorema. 

Circoscritto ad un sireolo un quadrilatero completa , e formato il tri- 
angolo dalle tre diagonali ; il punto di interseziosee comune delle tre of- 
fszze del triangolo coincide col centro del circolo. 

Ed esso , eh’ è l’ un di quelli proposti senza dimostrazione (chò dovè- 
giudicarla ben difficile ) dall' illustre geometra Stciqcr ,. professore ia 
Berlino , in un opuscolo stampato in Roma io questo anno , mentre ivi 
stava , del quale distribuì vari esemplari io Napoli, nella breve dimo- 
ra che vi fece , vedesi ora derivalo nel modo il più evideolo ed imme- 
diato dalla precedente proposizione XV. 

16. Finora si è supposto che il quadrilatero iscritto, o circoscritto rosso- 
qualunque : che so l' iscritto abbia due corde opposto parallele [fig. S.J, 
come le AB,('.l) ; le proposizioni procedenti risultano nel seguento mo- 
do modificate dal parallelismo de'duo lati. Compiuta la figura come nel 
caso generale, ne avverrà, che le diagonali mn, eg del quadrilatero cir- 
coscritto, dovendo concorrere io un medesimo punto S eoa lo due cordo 
opposte AB,CD dolf iscritto (n.XIV.) ; poiché questo, per ipotesi, sono 
parallele , cosi alle stesse riMitcraono ancor parallele quello duo dia- 
gonali mn , sp . Or si osservi , che la terza diagonale fh congiungen- 
do i peli jT, 4 dello corde parallele AD, D’i. dev'essere un diametro del- 
la sezione conica (n.Vlli. ) , o come tale deve passare po' loro punti 
medii U ad L ; on(f è che passerà ancora pe' punti modii 1‘, U delle al- 
tro due diagonali rg , mn . Adunque queste duo diagonali , clic nel caso 
generale son divise dalk terza armonicamento , io questo caso particok- 
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re risultano bisecate. E ciò rileva vasi ancora da che essendo'* attuai* 
mente impossibile il loro concorso in un punto S ; il punto R , che do- 
vrebbe essere il quarto armonico , dopo quel punto, e gli estremi m, n 
della mn , deve necessariamente cadere nel punto medio R di questa 
retta : e per la stessa ragione il punto P dovrà trovarsi nel mezzo della 
rg, come si è direttamente dimostrato. Quindi è, che delle tre diagonali 
del quadrilatero circoscritto la sola fh, eh' è diametro della sezione co- 
nica , rimane dalle altre due armonicamente divisa ne’ punti P , R. 

17-Ropo ciò possiamo enunciare le seguenti proposizioni . 

XVI. 5e un guadritaUro iterino in uno tezione conico abbia due eor- 
de oppotte parallele ; la ccngiungetde i poli di due delle corde oppotle 
convergenli , mentre pattò pel punto d incontro delle rimanenti , ti ri- 
mane biteeata , 

XVII. £.o retta , che congiunge i poli di due corde oppotte parallele, 
appartenenti ad un quadrilatero iterino in una teziona conicn , mentre 
patta per le int&tezioni delle rimanenti due coppie di corde oppotte , 
ore rimane armonicamente divisa , t un diametro della curva . 

XVIII. Se una delle tre diagonali di un quadrilatero completo circo- 
eeriao ad uno tezione conica sia- diametro della curva ; le altre due 
diagonali ne rimarranno bitecale , saranno parallele tra loro, e saranno 
di più conjugate alla direzione di quel diametro : vai quanto dire paral- 
lele alle sue ordinate . 

18, E ciò crediamo più che bastante perle scopo prefìssoci . Ma non 
tralasceremo in appresso di far osservare la fecondità di silTatli princi- 
pii nella soluzione di difficili problemi , o nel dimostrar teoremi , cho 
si presentano assai ardui a chi non sia di tali teoriche fornito ; come 
tra gli altri sono quelli' dall’ egregio geometra Steiner lasciati senza 
dimostrazione , .ncir opuscolo di sopra citato. '£ doliamo credere, che 
per tal ragiono nessuno tra noi f cui lo Steiner donando il suo opuscolo, 
invitava ad occuparsene, abbia potuto rieacìre a dimostrarli. 

Al eor,{^.8dJ. — L' importanza della verità dimostrata nella propo- 
ziono precedente ci lia indotti a dichiarare in questo corollario qual sia 
in ciascun de' due casi la retta data di.posizi6ne , della quale in quella 
■i accenna, e nella dhnoatrazione di ciascun caso si viene ad assegnale. 

Alla prop.XTI par. (§. 9ì J —Di questa nuova proprietà della para- 
bola , rilevatavi dal nostro Trudi , e che ideotiearoenle si estendo alla 
altre curve coniche , se ne- vedrà subite rutUità nel corollario , e nella 
proposizione seguente , importantissima per l' uso della parabola nella 
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composizione do' problemi solidi ; ed abbiam creduto non doverla o- 
mettere in un trattato delle curve coniche . 

^ Alla prop.XVII., ed al cor.(§%.93. 94.) — Il problema che si rileva 
in tal proposiziono , per mezzo del teorema precedentcn temente stabili- 
io , è generale , e non già limitato ad ottenere il solo asse da un dia- 
metro dato della parabola . E nel corollario vi si ò poi mostrato il modo 
fjcile come rimaneva modificata la costruzione nel caso più ovvio . per 
la costruzione de' problemi solidi , ove si ricerchi l'asse ; pel qual caso 
nelle precedenti edizioni , v' era stato bisogno di ripeterlo dalla teorica 
de' fuochi , costituendone una proposizione nel capitolo di questi. 

Alle de f. IX e X.lib.J. (§^.96 e 97 ). — Queste due definizioni era- 
no state le altre volte riunite in una sola : ma riguardando esse due di- 
versi oggetti , abbiamo creduto più conveniente separarle . 

- A' eor. ( §§. 98 e 99. ). — Dalle precedenti definizioni abbiamo fa- 
cilmente dedotti per corollari duo verità necessarie ad esser rilevale. 

Alla prvp.XVIII.par., XXV. eli. .XXXVIl.iperb. — Questa proprieti 
importante delle curve coniche , che ora vi abbiamo fatta avvertire , 
ci ha somministrato il modo di dimostrar facilmente molte altre pro- 
prietà di essa , delle quali già una è quella, che vedesi nel §.103 par. , 
§. 187 eli. , §. 305 iptrb. , e che nelle procedenti edizioni si vedeva 
costituire una proposizione speciale , la cui dimostrazione certamente è 
meno elegante dell' attuale. 

Alla prop.XIX. par. ($-90. ) — Ijt dimostrazione di ora è più sem- 
plice di quella , che altra volta vi era stata recata. 

Allaprop, XX. par. §./07 , XXVIlI.ell.^.I95 , XL. iperh. §. 315. 
La dimostrazione uniforme di queste proposizioni è stata ora resa 
semplicissima, c pressoché intuitiva . Intanto dee notarsi che questa 
proprietà ovviissima dello curve coniche , la quale qui vedesi con fa- 
cillà dimostrata geometricamente , e nel Trattalo analitico delle Sezio- 
ni Coniche ( §§.949, 1G3, 307. ) il fu del pari per le vie gcometrico-a- 
naliticho .apparve rilevata con l'analisi pura , da principii più alti , e 
con più lungo sviluppo , per opera dell'analista francese sig.Pages , nel 
Jounal de Malhemaliguei , che pubblicasi in Parigi dal Liouville ( noe. 
1837, ) , che forse la giudicò nuova , enunciata nel seguente modo : 
Se per u# punto qwdunque di him lezione c onica li lirìno i raggi vet- 
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tori , e la normale terminala alt alle dè fuochi : la projexione di que- 
lla normale lu ciaicuno de' raggi vellori è tempre quanto il lemipara- 
metro dell' atte luddelto . 

Alto leol. della prop.lV. lib.tl. ( §§. ISSe 136..) , ed alla prop, V. 
Ciò che è slato questa volta notato io tale scolio I' era importante a 
rcnilere più uniformu c generale la dimostrazione del seguente teorema, 
clic nelle precedenti edizioni risultava ben lunga , per la distinzione in 
tra casi , a ciascun de' quali corrispondeva una special dimostrazione . 

Allo leol. della prop.V. lib. II. (^.lòO.) — La stessa costruzione qui 
indicala per l’ ellisse avrà luogo per l’ iperbole : ma dee osservarsi , 
che , mentre per la prima curva il problema ò sempre possibile , nel* 
la seconda può divenire impossibile , quando la corda condotta poi ver- 
tice del lato trasverso , e che comprende con esso T angolo dato , anzi- 
ché incontrare la stessa iperbole , incontri invece la sezione opposta ; 
poiché allora la retta , che dal centro si tira pel punto medio di questa 
corda, sarà un diametro secondario , e quindi non potendo più incon- 
trar la curva , più non esisterà il punto di contatto . 

stessa costruzione si applica al caso della parabola ; per la qua- 
le la direzione de' diaroetri è sempre la stessa. 

Conviene anche avvertire , che nella costruzione esposta si suppone 
la curva ciTetlivamenle descritta , come il richiedea il luogo nel qua- 
le è recala . Ma quando sidieno solamente i suoi determinanti , coma 
a dire un diametro di sito' c di grandezza , o ’l suo conjugalo , ovve- 
ro il parametro coll'angolo delle coordinate , la soluzione del problema 
risulterà dalla seguente analisi geometrica. 

Suppongasi esser Q [/fy. g. ] il punto cercalo del contatto . e quin- 
di QS la tangente , QM la semiordlnata corrispondente al dato diametro 
Aa , Sarà dato di specie il triangolo SMQ , e quindi la ragione di SM' 
ad MQ', che può porsi uguale a quella di oK , posta per dritto col dia- 
metro ha , al parametro aT . K poiché sta àlQ' ad AMa , o al suo u- 
gualn SMC ( 119. ) , come aT ad Aa ; sarà , ex acquo , SM'-. SMC , 
ovvero SM ; MC :: aK : aA ; e componendo SC : CM :: AK : Aa ; e 
quindi AC a fjtl in sudduplicata ragione di AK : Aa . Dunque sarà data 
r ascissa CM , ed in conseguenza la posizione della semiordinata QM , 
di cui si ha facilmente anche la grandezza . 

Ed è questa là soluzione , che rinveoivasi di tal problema nelle pre- 
cedenti edizioni del presente trattato . 

e 
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Mia prop. yj. lib. II. ( ) — Ancor qaesU dimoMrazion^ pro- 

cedo con maggior semplicità , che nello precedenti edizioni . 

A’ eor. della prop. XII. Uh. II. ( §§. 149 a /óS. ). — La verità che 
enunciasi nel cor.1, meritava di essere con ispccialità rilevala , per po- 
terla più chiaramente adoperare al biso^ino ; o I luogo più proprio per 
ciò fare era questo , mentre nelle altre edizioni veniva dedotta per pri- 
mo corollario dalla proposizione seguente . Quindi il cor. 2 di ora cor- 
risponde agii 1 e 2 delle precedenti edizioni ; ed i cor. 4- e 5 di queste 
al quarto della presente. 

AlUprap. XIV. Uh. li. , e XXVI Uh. IH. ( %%.t16 , tÌ82. ) — In 
questo prebloina , per 1' ellisse , c l' iperbole, si è solamente cercato ot- 
tenere ia grandezza degli assi di tali curve da quella data di due semi- 
diametri coniugati in dato angolo , Ma per la composizione de' proble- 
mi solidi ai esige ancora , che fosse dalla posizione di quelli determinata 
la posizione di questi . Il che però si ottiene facilmente ottenutane la 
grandezza . Poiché descritta con essi X ellisse , o l’ iperbole corrispon- 
dente , non dovrà farsi altro , che adattarvi qiic' semidiametri conjugati; 
da che gli angoli in cui inclinansi i medesimi agli assi risulteranno dati . 

L’ accoppiar questa ricerca all' altra , nc avrebbe resa mcn semplice 
la soluzione . Non cosi nella parabola , per la quale nella prop, 17. 
Idi. I. si vede ad un tempo soddisfatto all' uno , e l' altro oggetto . Ma 
nel lib. IV. abbiamo anche data una soluzione diretta del problema , in 
cui si licliiedesse ad un tempo la grandezza degli assi , e la loro po- 
sizione . 

Alla prop. XV. Ub.IJ. (%.iG0 ) — Questa proposizione, che , per a- 
niformare il presente trattato geometrico delle curve noniche a quello 
analitico, fu nelle precedenti duo edizioni recata in un'Addtziona, questa 
volta ò alata inserita nel testo , nel luogo che I' era proprio. 

Dopo leprop.XXl. Ub.ll. ,e XXXII. Ub ili. (§S./7J. e 294] — U- 
sando della drrmiziune data nel §. itti sarà facile l'estendere analoga- 
nictito all' ellisse ciò che, dal ^87 al 90, fu detto per la parabola .{Vtg. 
anche la noia alla prop.l5.par.) 

Mia prop.XXlLUb.U. e XXXlH.Ub.lfl. (§§.Y74. e 295.)— U di- 
nioslrazionc della prima parte di questa proposizione è più semplice di 
quella le .vllre volle recatavi. In quanto poi alla parlo II. essa vi fu ag- 
giunta dal Vergola nelle sue SezirM conitht analitiche [ §§. 139 , e 
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29Ì. ] ; e noi nelle due precedenti edizioni di queste gcom'etrictic I' a- 
vuvamó recata nell’ ^dJicine , convenévolmente dimostrandola : 0 ' on- 
de è stata ora ridotta nel lesto . 

E merita esser qui notato , che una tal verità Tù ignota à' geometri 
antichi, ed ancora a' moderni , prima cfioT illustre Lagrange non là ri- 
levasse col suo metodo delie rarta;Ìoni , o con quello con cui vuol rin- 
venirsi una curva , che sia adorna di una data proprielà di mastimo . 
0 di minimo in ciascun punto ( Fonctions analytiquei §. 1G8. ) . E<t il 
Lacroix , imprendeiidóla ancor esso a trattare , vi si diresse col me- 
todo do’ massimi e minimi delle funzioni difTerenziali ( Catcul inleyrat 
$. 8à2 prima ediz, ) Aggiungasi ch'ossi limitaronla al solo caso dello 
tangenti perpendicolari sugli estremi dei diametro , cioè |ier I’ asse v 
mentre qui vedesi enunciata e dimostrata generalmente per qualun(|iie 
diametro . Ed il Pergola cui dobbiamo si elegante generai diuiostraziu- 
né , in forma geometrica elegantissima , volle anche mostrare , come 
in quel caso particolare su indicato potesse riescirsi , ed io modo som- 
plicissimo , con la sola analisi de finiti ( Veg. il suo Trattato analitico 
delle Sezioni coniche , a p.81. «diz. 3. S.i2h.]. 

Ma ora facciamo osservare , che I a proprietà importante delle cur- 
ve coniche enunciata nella prima parie , T è assai più generale ; il che 
nè da Apollonio , nè da’ geometri posturiori era stato finora avvérlilo - 
Ed essa può enunciarsi ; o dimostrarsi còitie bèl scguètiie : 

T EO a E Sa. 

Se Ira due tangenti 07 , & [ fig. iO. ] di un ellitte , o iperbole si lirr 
eomungue una terza tangente QS , e fuindi il diametro parallelo alla- 
retta tra' eontatli a, d , eke le inm i tr i mi punti A ,D •, sarà di costan- 
te grandezza il rettangolo di AQ in DS, dui de' segmenti delle due tate 
genti interposti tra il detto diametro , ekt tangente arbitraria QS ^ 

t 

Diìi. Non essendo parallele le tangenti Q 7 , Ss, s'incontreranno, ih ihv 
punto P, E poiché il diametro PC 4 >assantu per questo punto, biseca(163,. 
287.] la corda tni'coólaUi a d, bisecherà ancora AI), che f è parallela,, 
e sarà perciò AC uguale a CD . Qu’ndrsc per uno de’ punti di contatto- 
a ,d y por esempio a , si conduca il diametro aK , sarà DK ugni- 
le e parallela ad Aa , e toccherà la curva in K , Sia It rincontro di 
DK con la tangente arbKraria QS . Ed cssemlu le tangenti parallelo 
PQ , DH segate dalle duo tangenti QiL, PU , risulterà aQx KII- 
= aPxKD ; d’ondo aP : oQ KU : KD ; è coinpoiicoda , e-permu- 
taodo si avrà PQ : DU Ag : KD . Or pe’ triangoli simili SPQ , Sfili 
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Ila PQ ; DII PS : 5D ; ed è poi KD uguale ad Aa , stari perciò 
PS : DS :: uQ : Aa ;o dividendo , PD : I)S ;; AQ : Aa ; o quindi sarà 
AQXDS uguale a PDxAa . Ma il secondo di questi rutlaogoli rimane 
Ipvarialo , qiisliinquo sia la posizione della tangente arbitraria QS ; a- 
dvoqiie ancora il rettangolo di AQ in DS ò di costante grandezza . 

CoB. 1. Se invece di condurre il diametro oK pel contatto a , si 
fosse tirato per 1' altro contatto d , si sarebbe trovalo AQXDS uguale 
a PAXPd j end' è che dev’ essere PDxAo uguale a PAXf*d : e cosi 
è infatti ; poiché per le parallele AD , ad sta , PD : PA Dd : Aa. 

Con. 2. Se U tangente arbitraria QS prenda la posizione qt . paral- 
lela ad Ad, toccando perciò la curva nell' estremo del semidiametro 
CB , conjugatoalla direzione di AI), sarà del pari AQxDS uguale ad 
AjXl**- Or quando le tangenti in o , d fossero [ /Sj. //. ] parallele, 
i punti a , d coincideranno sulla curva co' punti A , I) ; AD no di- 
verrà quindi un diametro io grandezza , e le A; , D< saranno in tal 
caso uguali Ira loro , ed al semidiametro CB conjugato a CA .In questa 
ipotesi sarà dunque. AQxDS uguale a CB’, e si ritornerà cosi alla pri- 
ma parte della proposiziono precedente . 

Coa. 3. Sia QysS [ un qua'drilatero semplice qualunque cir- 

coscritto ad un’ ellisse , o iperbole , o due de’ suoi lati opposti sieno in- 
contrati in A , 1) dal diametro parallelo alla corda che unisce i con- 
tatti co’ lati medesimi : pel teorema or dimostrato sarà AQx DS ugua- 
le ad /I 7 X Ds , c quindi AQ : Aq :: Ds : OS . 

Da ciò risulta la seguente rimarchevole proposizione. 

Se un quadrilatero lemjjlice sia circoscritto ad una sezione conica a 
centro ; il diametro parallelo alla corda , che unisca i contatti con due 
qualunque de' lati opposti , divide i lati medesimi in parti reciproca- 
mente projorzionali. 

Alla drf. Vll-lib.Il. ('§. 176.) , ed alte corrispondenti per la parabola , 
e Ciperbi le ('§§.P5, a 28S.J — Apollonio assegnò i fuochi, nell' ellisse, 
e nell' iperbole , dall' applicazione al! asse primario di un rettangolo u- 
gualc al quadralo del semiasse secondario, dcricicntc nell' ellisse , ecce- 
dente nell’ iperbole , per un quadrato Ipr.dS.JII. ) ; e però denominò 
tali punti IX comparatione facta , secondo la versione del Commandini , 
ritenuta da altri geometri , ex applieatione facta secondo quella dell' 
Halley. E comcchè una simile applicazione non poteva aver luogo nel- 
la pr rabula , poiché I' asse vi é indi finito ; perciò si tacque su tal pun- 
to per questa curva . I moih-nii hanno io vario modo assegnati i fuochi, 
partendo da una qualche special proprietà delle curve coniche rclativa- 
inentead essi, e pet^ dapdone per la parabola una definizione diversa 
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da qnellt per l'cllisso, o Tiperbolo; ontT è che preferibile cT aaaai è quel* 
la uniforme adottata dal Fergola . 

AUa rrop. XXI V. Uh. II. , td allo $eol. (%%.IS2 . « 184. ) — L'aU 
tualc dimostraziona della parlo II. di questa proposizione è più sempli- 
ce di quella recatavi lo altro volle. Invece poi del cor .2 , che trovavaai 
nelle precedenti edizioni , perchè occorreva a dimostrare una proposi- 
zione seguente , or che abbiamo in altro modo condotta questa , vi ab- 
biamo supplito il presente scolio , il quale contiene una verità di uso , 
che avremo altrove bisogno di ricordare. 

Alla prop. JT.YK. Uh. II . , td a' tuoi eor. ( §§./SS a 189 ) — Vegga- 
ai per questa proposizione ciò che fu detto per la corrispondente nella 
parabola ( §. 102 ) : similmente pel cor. 3. Nel cor. 1. poi vi è fatia 
rilevare un' altra proprielà dell' ellisse ; c le verità , che deduconsi nel 
eor. 3 , lo sono io modo più facile delle altre volle . 

A'cor.S, t 3 dilla prop.XXYÌIMb.ll.(§§.l93, 1 194 ) — Nel cor .2 vi 
à rilevala più chiaramente che altre volte una proprietà locale per l' el- 
lisse ; e nel cor.3. un' altra singolare proprietà della medesima. 

Alla prop.XXriII.lib. Il.(%. 195 ) . e XL. lib.lll. (%.3tS.)~ L’ at- 
tualo dimostrazione di questa proposizione è assai più semplice , che 
quella delle edizioni precedenti. 

Alla prop. XXIX. lib.II. t XLI. lib.lll. ( §§./»<? e 316. ) — U due 
parti di questa proposiziono Irovansi ora dimostrale più racilinenle 
che Io altre volto . ' 

Sarà però utile di far osservare, che dalle seconde | arti si rileva una 
relaziono importante tra la normale appartenente ad un punto qualun- 
que di un* eli isso , o di un' iperbole , terminata all' asso do' fuochi , o'I 
semidiametro coniugalo a quello , che passa pel puntò medesimo ; im- 
pe.occhò essendo il rettangolo do' rami , che vanno a questo punto , u- 
gualo al quadralo di quel semidiàmetro ( 190 , 308 ) , ne seguirà che il 
rapporto della normale al semidiametro sia costante , ed uguale all' in- 
verso del sudduplicato dell' asse al suo parametro ;o quindi quanto l'in- 
verso di quella del semiasse al suo conjugato. Laonde : 

/.a normale per un punto qualunque di una curva a teniro , termi- 
nata all' alle de' fuochi , ita al lemidiamttru conjugato a quello , cht 
pana pel jntnlo medetimo , nrf collanti rapporto del itmiaise tieonda- 
ns,a< primario . 
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Cioè a dire [fig.lS.J, ce PQ , SR cieno gli ani di uo elliste, o iperbo- 
le , MB la oonnah) per uo punto qualunque M , e CE il aemidiametro 
coojugato a CM , stari 

. MB:CE;:CS:CP 

2. Ma la normale gode altre notabili proprieli. Cosi se MB si disteo* 
da fioche incontri io D I' asso secondario , cooducondo ad un degli,assi 
r ordinata MU , starà 

MB : MD :: QC : HD 

ed essendo costante la seconda ragione, ed uguale a quella di CS* : CP* 
(161 , , sari costante aocho la prima ; e ne risulta che : 

/due itgmttUi di uno normale qualunque , delerminali da' due asti , 
a partir dal punto della curva , cui etea corrieponde , icrioRO tra loro 
un rapporto costante , uguale all incerto de' quadrati de' temiaeei rs- 
epettivi. 

3. Da qui poi si rileva, che la proprieli enunciata nel num. 1. sia ap^ 

plicabile all' uno , ed all' altro asse . sicché può generalizzarsi nel modo 
seguente : ' 

Jl rapporto della normale per un punto qualunque , terminata ad un 
asse , al semidiametro coniugato a qudlo , che pasta pel punto niedeit- 
mo , è costante , ed uguale alC incerto di quello dèli atte sletto attuo 
coniugato . 

i. Ancora : Poiché sta 

C5‘ : CP* :: MB : MD . ovvero u jfB* : ÀBxMD 
e sta puro CS* : CP’ :: MB’ ^ 2E’ 

aie risulta MBxMD=CE* 

Cioè a dire , 

Il rettangolo de' due segmenti di una normale qualunque, determinati 
da' due atti , t tempre uguale al quadrato del semidiametro coniugato a 
quello, che patta pel punto cui corrisponde la normale. 

5. Da' punti D , D in cui le normali iocodtraiio i due assi primario , 
e secondario si aiibassino le perpendicolari BK , DG sopra tl ramo MF, 
passante po 'I puntò M , e por un fuoco F; starà 
Mb';MO::MR:MG 

Ma SU MB : MD :: CS* : CP* , ovvero :: MK : CP 

per essere MK. uguale al semiparametro dell' asse principale . Aduoquo 

sarà MG s CP 

Vale a diro : 

Se ad un punto qualunque di una sezione conica a centro conducott- 
ti il ramo , e la normale , e dall inocntro di questa coll atte secondaria 
ti tiri la perpendicolare al ramo ; la medesima na troncherà certo la cut~ 
va una parte uguale al ttmiatte primario. 
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£ rolendo enoociare quella propoiizioqe in modo analogo a quello 
della noia a' §§. 107 , 105 , e 315 ( pag. XVI ) può dirsi , che : 

La projeziOM della normale lermtnala all aiie eeeondario eu eiateu- 
•10 de' raggi vettori , pattanti pel punto cui corrisponde la normale , ì 
uguale al temialte primario, 

J*roprielà non meno notabiledi quella dedotta ne‘ luddetti paragra fi. 

6. È chiaro che le precedenti relaaioni non possano aver luogo nella 
parabola ; ma per questa curva può notarsi che : 

La normale per «n punto qualunque è media proporzionale ira' te- 
miparametri dell asse , e del diametro corriipondeule a quel punto . 

11 che rilevasi tacilmenledal $. 107. par. II. 

Dopo la prop. XXXI. lib. II. — D Fergola , nella secoi^a edialond 
delle sue sezioni coniche geometricameolo trattate, chiudeva questo ca- 
pitolo col recarvi il problema di : Segare un cono retto con tal piano, che 
la lezione lia un' elliite di dato aue maggiore , e di data eceentrieità , 
o pure che abbia dati i temialti , recandovi la stessa costruaione di 
Apollonio . Ed era bop regolare che un tal problema avesse luogo negli 
Elementi di tali curve ; poiché gli antichi non conoseendo altra ma- 
niera da esibire le curve coniche , a questa dovevano ricorrere neces- 
sariamente , per la costruzione de' problemi solidi . Non cosi per noi , 
che possiamo altrimente ottenerle nel piano . Quel problema dunque , 
per la Geometria Sublime attuale diviene di pura speculazione, e non 
già di uso ; e però conveniva renderlo generale per qualunque cono : di 
die si darà una elegante soluzione nel cap.ì. del lib.IV. , pve è trattato 
della esibizione delle curve coniche si geometricamente , che meccani- 
camente . 

Alla prop. TL lib. UT. SU. ) , — Lb altre volte si era rimessa 
la dimostrazione di questa proposizione all' analoga per 1' ellisse [126.]. 
Ma come che essa poteva rendersi piò generale e semplice , senza 
tanta distinzione di casi , l' abbiamo però ora esposta a dirittura. 

Allaprop.XYIL lib. III. (%.S32.) — Il Fergola dovendo trattare 
delle iperboli conjugate , gli conveniva stabilire la possibilità di esse ; 
e però, nella seconda edizione delle sue sezioni coniche , recò per prima 
proposizione di questo capitolo, da' diametri coniugati delle iperboli , il 
problema di : aiiegnare in un cono retto un iperbole di dati atti pri- 
mario , e tecondario , analogo a quello della prop. 29 ellisse , di cui ò 
alato detto in una precedente nota ; e poi vi dimostrò , che : gli eitremi 
di' diametri lecondari delle iperboli oppoite alloganti nelle iperboli 
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eonjugat» . Mt M un lai ripiego bon- aerriva al rigore della teorica che 
doveva «Ubilire , non bceva pord procederla con un ordine naturale : 
poiché un lai problema , come per quello analogo dell' cllitae é alato 
dello, mirava ad altro acopo, ed ora non più ricbiedevaai casenzialmen- 
te nella moderna Geometria sublime . Queste ragioni ci hanno fallo ri- 
volgere all’ espediente di stabilire la presente teorica de' diametri coniu- 
gali sul teorenta enunciato in questa proposizione. 

Il problema poi recato dalFergola si troverà risolato nel cap. k dei 
lib. IV. 

A §§.dol 278 al 26t. — Per conseguenza di ciò che ai è avvertito 
nella precedente nota, or si osserva una notevole diversità tra' priocipii 
stabiliti in questi §§. rispetto alle precedenti edizioni. 

Allo scol.dopo la jirop.XtX.lib.IIl.(§.264.) — Cié ch'e stalo avverti- 
to in questo scolio era di somma imporlanta ; poiché si sarebbe potuto 
di leggieri cadere nell' equivoco di trasportare indistintamente ad un 
diametro secondario le stesse proprietà rilevate pel primario . 

Alta prop. XX. lib. III. ed a' tuoi teolii ('§§.!t!5 a 287.) • — Questa 
proposizione , ed i due scoli! , che la seguono , sono stati questa volta 
introdolti , com’ era conveniente in un trattato elementare su' Conici. 

Alla prop. XXIV. ( §. S7P. ) — Questa proprietà dell' iperbole c- 
quilatera, come pel cerchio, é nuova ed interessante nelle applicazioni. 

Alla prop. XXV. lift. III. ( %. 280. ) — Del pari nuovo F è quest' al- 
tro teorema , e necessario in appresso . 

Alla prop. XXXV. lib. IH. ( % 297. ; — La verità , che vi si dimo- 
atra , é nuova. 

Alla pnp.XXXIX. ed al suo leol. ( §§.309. e 314. ) — Questa pro- 
posizione vedesi ora dimostrata io una maniera assai elegante . 

Merita poi di essere avvertito lo scolio , che corrisponde al cor. 3. 
prop, XX.VII. ellisse. 

AHa.fne del eap.V.lib.IIt. — Il Pergola, nella prima edizione de’ suoi 
Copici , riporlò in questo luogo un nuovo teorema sulle curve coniche , 
rinvenuto all' occasiono di ricerche per una cometa apparsa all' incirca 
il 1779 , e consegnalo negli Atti di Lipsia ; ed ei posteriormente il sup- 
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pre*M , per «tteoersi ilk> itretto rigore di libri eleme&Uri , la perfezio- 
ne de' quali non da congerie di verità risalta , ma da quelle che sono 
fondamentali, strettamente ordinate, e connesse. Intanto, aderendo noi 
sempre a si giusto pensamento , non abbiamo creduto superfluo il re- 
carlo in queste note . 

T BO a B K a. 

Dal fuoco diana lezione conica KRQ lieno tirati i dai 

rami FR , FK , e pe' loro eiiremi le tangenti RT , KT , e le eongiun- 
genli RK , TF : dico , che le dal punto E, ore la RK incontra T ordina- 
ta FC pel fuoco , tirili alla TF la perpendicolare EG ; quella tneoiv- 
Irondo > rumt , ne troncherà le parli FH , FI ciascuna quanto il semio 
parametro principale. 

DiM.Dal punto C si tirino le CM.CS, l' una parallela alla KR , l’altra 
perpendicolare alla linea di sublimità AN ; e prodotta la PF in Q, si tiri- 
no ne' punti P, Q le tangenti PN , QN , che dovranno incontrarsi con la 
KR nello stesso punto N della linea di sublimità , e la FN dovrà risulta- 
re perpendicolare alla PQ (§§. 112 , 199 , 319 ) , e peri parallela alla 
GK • laonde sarà NK : KF :: £N : FI . Ma pe 'triangoli simili NKA . 
MCS si ha NK : CM :> K A : CS :: KF : CF ( §§. 105 . 197 , 317. ) ; 
e però pernuitando NK : KF CM : CF. .Adunque starà CM : CF :: 
EN : Fi . Ma CM è uguale ad EN ; adunque CF sarà uguale ad FI ^ 
quindi ciascuna quanto il semiparametro principale . 

All' appehdicb a' fbuii tbe libbi, 

Qual sia lo scopo delta presentò appendice la prima volta aggiunta 
in questa edizione decima de’ nostri Conici , si rileva abbastanza da ciò 
che n' èstato detto nella fine della iloria premessavi ; ed ancora dall' 111 .^ 
Uodttzione ad essa appendice . 
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AL LIBRO QUARTO. 



Al cap. 1 . — La dottrina della simililudioo delle carve coqìcIk, di coi 
questa volta abbiamo trattato nel presente capitolo , manca in tutte lo 
insliluziuni moderne de' Conici, con iscapito grandissimo del rigore , e 
dell' esattezza geometrica ; poicliù nel proseguir la carriera dello Mate- 
maticlic spesso (loi si è obbligati ad assumere come verità dimostrate 
quelle , clic riguardano una tal dottrina, nientrc mai si sono apprese ; 
e bisognava però ripeterle o da' Conici di Apollonio , o da altri trattati 
ancor de' moderni , che non vanno frc([iioutcmenle per le mani di tut> 
(i, come le Seclioncs Conicae del do la llirc, quelle del do I' Hupital, ee. ' 

■ Alla dcf. t.(§.ò3S .) — Questa dcTioieione corrispondo, presso a 
poco . a quella di Apollonio ne' seguenti termini : Sectionti conicae di- 
canlur acquales . si applicari possit altera super alteram , ita ut ubique 
eowcetùarU , nre orcurrani inier se . loaequales aulem sunto quae non 
ita seUabent (Jef.l.VJ.J. 

Alla def. 2. ( §. 32S. ) — Apollonio defìol le lezioiu coniche simili 
nel scgucBtemodo : Similes vero dicuntur secliones, in quibus, duclis ad 
ulriusque axem ordiaatim appliealis , ipsae ordinatim applicatae ad 
porliones axis ab iisdem abscissas , vcrlicique conterminas fuerint respe- 
ctive proporlionules : diviso scilicet utroque axe in partes numero aequa~ 
Ics , vel eandem inier se ralioctem senantes. Uissùniles vero nini seetio- 
nes , quibus modo dieta non competunt (def.2.Yl.), Ma una tal defìni- 
zkme non eorris|Modo evidootemeote a quella chiara nozione della si- 
militudine dello ligure , che noi indicammo già nelle noto alle dcf. 1. 
Elem. VI , e m. XI \ e ci sembri piuttosto 'una proprietà della simili- 
tudine, da doversi però da una più chiara dermizionc di questa dedurre. 
Mollo meno ci sembra di quel carattere chiaro , ed intelligibile senza 
spiega , che deve avere una buona definizione in Geometria , il crite- 
rio di tal simiglianza adottato dal de la llire , e ritenuto dal de 1' Uo- 
pilal ( Sect. coniq. lib.V. ) , e da altri. 

1 a nostra definizione poi , e la precedente danno evidentemeuto per 
conseguenze taluni teoremi dimostrali da Apollonio . 

Alla def. J. (' § S29, ) — Apollonio tralasciò di definire le curvo co- 
niclio simili , e similmente poste , come nozione abbastanza di per s« 
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■hiàra, imiUndo in ciò EdcTìde ne’ suoi Elementi. Ma noi, por maggior 
esattezza , non abbiamo stimato superfluo diebiararla . 

ÀUeprop. ddpre». cap.Ltib.IV . — Chiiinqii® ponj;asia far compara- 
zione del nostro capitoletto col lib.VI. de' Conici di Apollonio , trorcrl 
che nessuna- delle verità essenziali da questo gran geometra dimostra- 
te vi sia omessa , o espressamente recandovela , con più breve e fa- 
cile dimostrazione , o che possa dalle nostre io agevoi modo dedursi ; 
e che a di più ve ne sia un buon numero di assai importanti da questo 
gran geometra non considerato , o che al presente stato della Geome- 
tria sublime occorrono . 

Ma j>roj>.I.lib.ir.{^.ò23.) — Questa proposizione viene qui dimo- 
strala , usando della divisione armonica di una retta , in modo diverso, 
«d assai più semplice , che da Apollonio ,.o dal suo comentatorc Eutu- 
cionon fu fattoi Vedi prop.24. IV. Conicorum) . Non sappiamo poi in- 
tendere , perchè una tal verità si trovi , con un' enunciazione alquan- 
to diversa , d|> nuovo dimostrata , e nel modo stesso , nella prop.O. VI. 
Conicorum-, o potrebbe anche dubitarsi, clic vi fosse stala introdotta dal 
traduttore arabo, pel nesso eh' essa ha con alcune proposizioni seguen- 
ti j o apcora , che per tal ragione I' «vesso ivi recata lo stesso Apol- 
lonio , a fìn di rendere queste teoriche del lib. VI. inilipendcnti , pqr 
quanto era possibile , da quelle de' primi quattro libri elementari. 

Mia prop. Il.lib. IV. ^.33i.] — Una tal verità notissima vien qui 
dimostrata ia modo diverso da quello tenuto da Apollonio, nella propo- 
•iaiMe ll,-Vi.jC«iiài<in«m*..-nnm«doa«Ti«»v«n ire pel diretto criterio • 
da noi atioUato nella definixiono delie sezioni coniche simili . 

AOa pnp.lU.lib.rV.{^.33S .) — Il criterio diaimilitodino da noi adot- 
tato ha resa questa proposizione pressoché intuitiva, mentre Apollonio, 
dopo averla distiola in duo proposizioni , 1’ una porgli assi (12. VI. ) . 
r altra pe' diametri conjugati ( 13. VI. ) , vi adopera per ciascuna una 
ben lunga dimóstraziono . Il de la Uire no foco una sola profiosizione 
pel caso generale de' diametri coniugati in uguali angoli ( ;>r.3. 1’/. ^ . 
nel quale è incbtuso quello degli assi. Ma la dimostrazione, clic vi reei'' 
■è meno 6 paragonabile io «amplicità alla nostra. 

Aliaprop.IV.lib.IV. (%.3S7.) — Quest} verità , che non trovasi ne- 
gli altri trattati dftssici.delle curve cooiclio , vi iitcritava un luogo . E 
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k diroo8(Ftzk>De dell' alitar ne dinota aempra- più di qaal Taotaggio 
riesca la nozione danni adottata por Io curve coniche simili. 

Alla pnp,V.lib.IV. ^§. 340. ) — Questa verità non trovavaai da al- 
cuno considerala . Era già noto , come si dimostra in segpito, che : due 
sezioni coniale ammettono, in generale , vn sistema di diametri conju- 
gali paralleli y ma era necessario dimostrare rigurosamente , che que- 
sto sistema sia unico , senza che possa esserveno un' altro fornito delle 
stesse qualità . Su di essa è poi interamente fondata la seguente 
prop. 16. importantissima , comesi dirà nella nota corrispondente ^ 

Alla def.4.lib,IV. , ed a’ cor. ( 343 a 348. ) — La presente defi- 

nizione agevola di molto il ragionamento nelle proposizioni io cui se ne 
fa uso ; c però abbiamo stimato conveniente introdurla . Sono poi as- 
sai utili i corollari , che se ne veggono dedotti . La denominazione di 
punti omologhi, e diametri omologhi da noi adottata sembraci assai più 
propria di quella di simili , della quale si valse il de I' l}opital ; poi- 
ché questa risveglia l' idea di una corrispondenza di proporzione tra 
queste parli di due figure , e non di situazione , come nel presente ca- 
so ha luogo. 

Alla prop. Yl. Ub. IV. ( §. 3S0. ) — Verità già nota , e che vien pre- 
sa d' ordinario pel fondamento della similitudine delle curve . 

AUa prop.TII. lib. IV. ( §.^35'. ) — Questa proposizione , che vedo- 
si fociliocnie dimostrata , comprende le due 26 , e 37 del lib. VI. da' 
Conici di .Apollonio . Nè era necessario soggiugnervi I’ altra parte del- 
la non uguaglianza di tali sezioni parallele -, poiché questa riaultA 
evidentemente dalla disuguaglianza de' loro rispettivi assi prìnaati . 

Alla prop. Vili , ed al suo cor. ( §$. 354 e 35S.) — La verità o- 
nunciata in questa proposizione manca in Apollonio ; ed è necessa- 
ria per la piena determinazione di alcuni problemi che seguono . 

Al eap. II. del lib.- IV. — Che a’ instituisca anche un parallelo tra il 
lib.lV.du’C(.ntci di Apollonio.che tutto si versa circa le inlersezìoBi, ed 
i contatti delle curve coniche , con questo semplice capitoletto del no- 
stro trattalo , e si vedrà subito qual numero di verità nuove aiensi in 
tale argomento stabilite y e come facilmente dimostrate . 

Alle prop.IX, e X. lib.IV.{ 3$7 e 339 J — Anche Apollonio fon- 
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dò la dimostrationo del caso 1. di queste due proposizioni siiHa proprie- 
tà della divisione armonica di una rolla f prr>p.S5 , t 26 IV. Conieor.J- ; 
ma non ritenne Io stesso principio per quella del caso 2 ^ come noi ab- 
biamo fatto , facendo rientrare la dimostrazione per (al caso in queUa 
del primo . 

Egli poi avverti , che un tal caso 2 non possa veriRcnrsr , se non per 
l' ellisse , e 1 erzebio , co'mo noi ancora facciamo ora notare . 

itilo prop.JI.lìb.lV.(^.360.) — Apollonio distingne la dimostraziotie 
del caso 1. di questa proposizione ^per lui la 27./ V.j in due parli: ' 

quando cioè il punto (f intersezione suppongasi al di fuori dr quelli di 
contano ; e per dimostrar questo si vale delta divisione armonica ; o 
quando quel punto stasse Ira' punti di contatto , in cui adopera altro ri- 
piego , che polca però egualmcnlc valere per la prima parte , senza a- 
versi bisogno della distinzione suddetta. E noi cosi abbiamo fatto . 

Dee intanto avvertirsi , cha in lutt' i due casi supponcsi possibile 
generalmente il doppio coniano di una curva conica con un’ altra , o col 
cerchio , die i.on lia luogo per due parabole , per le quali un solo pun- 
to di c( ntatto può esservi , come egli medesimo dicliiara nella seguente 
prop. 2tl ; e similmente in altri casi di esse curve , die Apollonio con 
ispecialità va divisando nello prop. 29 , 30 , e 31 , o clic noi abbiamo 
creduto superfluo recare nel presente trattato, ove ci bastava preparar 
la materia da illustrare la costruzioue do* problemi di terzo e quarto 
grado ; cd anche perchè altre vie or somministra lamodorna Analisi al- 
gebrica da discemerc , nella composiziono di que' problemi, il numero 
delle soluzioni reali che vi corrispondono. 

4lltt ^ewo teorema di base al seguente, 

eh 'è rondanienlalc per la composizione dp’ problemi solidi, non ò stalo, 
per quanto a noi. pare , riportato da altri : il che formava essenziale di- 
fetto per la presento teorica delle intersezìoqi delle curve coniche, e per 
r elegante composizione de* probjcmi poc’ anzi detti col cerchio . 

■ Ma prop,XUIMb.lY.(^.362.) — La verifà eDqnciatt io questa pro- 
poziune è U fondamento dell' elegantissima costruzione Cartesiana pe' 
problemi, delti solidi dagli antichi , c da' moderni di terzo, e quarto gra- 
do ; e però con molto, accorgimento lo Sebooten intrapreso a dimostrar- 
la, nel suo comeotario allib. III. della Geometria del Cartesio. Kfa una 
tale ilirooslraziune , condotta per un non breve sentiero algebrico-gco- 
raetrico , mancava ancora dqlla precedciitu assegnazione de’ punti d' in- 
contro di un cerchio con la parabola , no* diversi casi d' intersezione , o 
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(li contatto ; a che provvide il Fergola la aeconda volta che natampò lo 
Stiioni Conich$ nel 1810 , con la seconda parto della proposirionc uv 
insorila nel primo libro , premettendola alla seguente , ove poi tratta 
la verità io qùistione . E lo stesso rifece io (orma algebrica nella pa- 
gina 193 §. 354 del Trattato analitico delle Sezioni Coniche . Sicco- 
me però egli non aveva distinti , per gl' incontri del cerchio con la pa- 
rabola, i casi d' intersezioni assoluto, o combinete con coofatlo, o di con- 
tatti assoluti , nò meno vi ebbe riguardo a distinguerli nel dimostrare la 
presente proposizione , come or vedesi latto , rispanniaudo il supplir- 
visi da chi apprende . 

Il Cartesio assunse una lai verità come nota nella sua Geometria , e 
loSchooleo , nel cemento ad essa , impiegò a dimostrarla algebrica- 
mente non meno di 12 pagine in 4°. E sebbene riescisse più breve linei- 
la per le stesso vie condotta dal Rabuel ; puro nulla vale in comparazio- 
ne della nostra, dedotta da un semplicissimo ragionamento geometrico , 
e resa quasi intuitiva . 

• 'Ma percliò non diventi un mistero il modo come quel sommo uomo 
conobbe tal verità, ecco il cammino diretto, che dovè condurvelo ; e del 
quale avrebbe anche potuto lo Sebooten avvalersi per la dimostrazione, 
che imprese a farne,. 

Prese per le equazioni al cerchio , ed alla parabola da combinarsi le 
•cguenti 

alcerchio (y — ò)*+(« — a)* = r* _ 

•Uapanbola = “■ '' 

, lifareodolo all' asse della parabola , ed alla tangente del vertice, per as- 
si delle coordinato , e dinotando con a , è le coordinato del centro del. 
cerchio , si ha , eliminando tra esse la x , la seguente equazione 
5^-|-4pf'p — «)y* — 4|)èy -f- 4p’ ( b’ + o* — r' ) = o- 
Ed i quattro valori che debbono corrispondervi per la y , dinoteranno, 
lo ordinate po' quattro punti d' intersezione di quelle due curve. 

Sìa poiché r eliminata io y manca del secondo termine , dee la soin- 
ma delle radici positive pareggiar quella delio negative. Adunque cc. 

Alla jtrop. XJV. ed a' cor. ( §$. 363 a 365. ) — La verità che si di- 
mostra nella proposizione , e le altre che se ne deducono uè' corollari , 
Sono la più parte nuove , o'in nuovo , e più elegante modo dimostra- 
le. E r importanza di esse non solo è grandissima per la composiziono 
de' problemi solidi ; ma eziandio per lo descrizioni delle curve coniche 
con date condizioni posizionali , come appariridal cap. IV, del presen- 
te libro ; e per altre riccrdie su tali curve . 
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Atta prop^XT. Ub. IV , al cor. , edagìi leoliì ('§§. SffT a Sii. ) — 
Questa proposizione del tutto nuova , è una sorgente inesauribilo di 
Terìtà , e di ricerche importanti , delle quali una è quella di attegmr» 
i diametri eonjugati paraUeli, por ottener la qnale l' illustro geometra 
francese Poncelet fu obbligato a giri tortuosissimi , ed a considerazioni 
di tal natura , che la Geometria non vi acconsente . Sono poi egual- 
mente nuove , ed importanti lo cose dedottene nel corollario , e quel- 
lé espresse negli scolli . 

Alla prop.XVl.lib.IlI. , id al eor. (§§.372 e 37S.) — Questa propo- 
sizione espone una veriti importante generalmente conosciuta , e ripor- 
tata ancora dal Poncelet . che perviene però a dimostrarla per lo sua 
solite vie di seganti ideali , legge di eonlinuilà , projezioni . 

' Alla prop. XVII. Ub.IV.(^. SU. ^ — È on mirabile principio por 
trasmutare la composizione geometrica di un problema solide , ottenuta 
per due curve coniche , in quella elogantissiraa di una curva conica 
col cerchio . 

X eor. della prop. prie. ( §§.375 e 376. ) — Le voriti importanti , 
che qui veggonsi facilmente dedotto , sarebbe ben difficile I' otte- 
nerlo in quilunquo altro modo . ' 

, AUo teol. ( §. 577. ) — Questa bellissima proprietà del cerchio , 
rilevatavi dal dotto professore di Berlino Steiner , fu da lui proposta, 
nella breve dimora , eh' egli fece in Napoli , a dimostrare al Trudi , 
stimando di qualche difficoltà il pervenirvi . Ma la nostra dimostrazio- 
ne U rende. pcessMbàmtuitiM.-. ^ 

Al cor 3. C§. 378.) — Il principio Cartesiano rilevato nella prop.13. 
meritava di essere convenevolmente esteso per le intersezioni delle 
curve coniche io generale con la parabola , come qui vedesi olc- 
gantcmenlc fatto. 

Alla prop. XVI II. lib. IV. ( §. 379.) — È riportata dal Poncelet , di- 
mostrandola co' suoi consueti principii . E si vedrà in appresso di quale 
importanza sia per la teorica delle osculazioni, 

Alla prop. XIX. lib.IV. ( §. 585. ) — Questa verità , che vedesi qui 
ridotta quasi ad intuizione, è fondamentale pe' sistemi di due sezioni co- 
niche , 
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AUa pnp. XX, Kb IV , ed a tuoi eor. ( §$. i86 a S89. } È tf- 
tiUo nuova , ed imporUnle p«r molle ricerche ; e per mezzo di essa 
si potranno determiiwr faeHmente U tnlertezioai di due reatom com>' 
che eonecittriehe , date per mezzo de eoli toro determinanti . 

Non meno rimarchevoli sono le verità , che ne* coronari veggon- 
seoe facilmente dedotte. 

I- 

Allo ecol. i. della prop.XX. Kb. IV. (§.390.) — Si vegga con quao> 
ta sempllciti sia qui risoluto un difCcil problema , di cui appena s* in* 
coatra qualche s<duzionc geometrica assai stenta ta , e poco conce* 
pibile . 

Alla prop, XXL Kb, LV, ed a’tuoi eor. e eeolii ( §§. 394 a 403 ) , 
È ancor nuova , e di grande importanza nella teorica delle ouulaziimi, 
come si vedrà trattandone. » 

Sono poi degni pur di considerazione le verità .. che recansi no 
corollari ; e quella dello scol. 1. (S-à03.) . è un bellissimo , e nuovo 
pontina conico. 

Alla prop. XXII. W«. IV , ed d eor. ( Jg. 404 a 407. ) — Queste 
proprietà delle intersezioni per le parabole similmente poste , non fu- 
rono considerate da Apollonio , nè da altri. 

Alla prop. XXIII. Kb, IV , ed a' eor, 408 a 410, ) — Nè tam- 
poco queste altre veggonsi da Apollonio riportate. 

Alta prop. XXIV, Kb. IV, ed a' eor. eieoKi (§§. 41 1 a 413. ) 
Apollonio non considerò le intersezioni della parabola con l’ iperbo- 
le ; ma molto si estese in dimostrar quello delle Iperboli tra loro , 
componendone piò proposizioni , con cui chiude il lib. IV. Contea- 
rum . £ r imperfetta conoscenza , che noi abbiamo della Geometria 
antica ci toglie il poter conoscere il perchè tanto si fosso quel gran 
geometra esteso in questo assunto ; boa conoscendo noi nè meno un 
sol problema solido dagli antichi risoluto con la combinazione di due 
iperboli . 
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iUf introimiioM al cap. ITI. ( §. 4i6, nel princ. ) — Per comprovi 
di ciò che qui si accenna , relativamente al lib. V. do' Conici di Apol- 
lonio , si potrà leggere la notà al §. Ò69. 

Me nozioni preliminari pel eap. III. del lib. IV. f§§.4/7 a 4S3 ) — 
Vedesi qui talmente dic^iiarata la natura diversa de’ contatti, e dello 
osculazioni delle curvo in generalo , da non rimancro più su di ciò al- 
cun dubbio . E da tali dottrino risulta tividcnto I’ equivoco del Leib- 
nitz in far consistere l ' oiculo nella coincidenza di duo contatti, ossia di 
quattro intersezioni, il clic manifestamento veniva contraddutio, da elio 
il cerchio osculatore di una curva conica non avrebbe potuto incontrar- 
la mai più (3U0.) , E rimangono ancora dicliiarati i seguenti luoghi di 
(ìiacomu Bemoiilli, nello Xolae in Geomclriam Carlesii , I' uno ovo di- 
re : CtiinciJenlibas tribut ùifcrscctionum punclis , fulurum til , uteir- 
euliit parabolam , qnamhoc catu oculari dicitur, non tangat. sed tecei; 
come era stato ancor prima di lui notato dallo Schontcìi a paj. 339. 
do' suoi comcnti al Cartesio. L'altro è il scgtiente : Fieri enim potrst 
ut radius circuii curvae sii pcrpendiciilaris , et tamen circulus hoc ra- 
dio dacriplus curcain non languì , ied tecei. Nempe ti concartai dua- 
rum inlcieectionam , lice conlactui tertia intencctio accetteril , et tic 
quod osculum dicitur effecerit . E quest' ultima dichiarazione illustra , 
eh' egli avrebbe dovuto più precisamente esprimersi dicendo et langet 
et tecei , in vece di non languì , sed secct . 

, Una tal dottrina fu pure chiaramente spiegata dal di lui fratollo 
riiovanni, nelle lezioni XV, c XVI de melhailo inlegralium , che dettò, 
stando ili Parigi, all' illustre marchese de l' Ihipital. E cosi pure I' I 1 . 111 - 
uo intesa posteriormente tutl' i geometri , àia la maniera corno vedost 
qui esposta , o resa generalo , sembraci nuova p da poter anello gui- 
darne a ricerche più suWimI ,'da IfatrSrTff èoirìa moderna Analisi . 

Alle def. i, c 2 ('§§. 424 , c 427.) — La prima di tali deGnizioni 
c una conseguenza delle precedenti considerazioni , dallo quali risul- 
ta perù manirestamcntc dichiarala j c dal §. I>2G si rendo anche evi- 
dente la def, 2. 

All' articolo del coniallo di 2^ ordine tra le sfiioni coniche ( 
a 445 ) . — Qui vedesi più specificato il principio dell' osculazione , 0 
connesso col teorema dimostrato nella prop.18 del cap, prec., che per 
noi serve di fondamento a quella teorica, e da cui dee trarsi la soluzione 
elegantissima del problema di ; astegnare una sezione conica otculairice 
del 22 ordine di un' altra in un dato punto , clic vedesi nella prop. 25. 

c 
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Alla prep.XXV.lib.1T. (§.4.>ò ). al cor. ed agli teoliì (^%.4S8a 44$ ) 
In questa proposiziono vetlcsi gcomotricamcnlo risoluto il prebiema' 
di dttcrivtrt una lezione conica oiculalrice di 2° ordine di un' altra , di 
cui ò un caso particolare quello del cerchio osculatore ; e la soluzione 
elementare, clic se ne reca, mostra di qual prevalenza sia la Geometria, 
quando di essa sappiasi Taro un convenevoi uso , e si studi! a ben ado- 
perarla. Il corollario ne anniiq^ia poi altro dottrino su tale assunto atto 
a richiarar la natura di questo problema , e’I modo come debba essoro 
no' casi particolari condizionato.Ed i duo scolii f§§.dJ7.a 439, e4(Of, 
oltre al continuare lo stesso soggetto del corollario , danno luogo, il pri- 
mo di essi , ad un nuovo teorema localo , ed al converso j cd il se- 
condo servo a dilucid.aro un punto essenziale della costruzione del 
problema . 

Alle prop. X.XVl, e .T.TT77. lift. IV. — Sono nuove , o sempre ptó 
tendenti a rischiarare la teorica generalo dello osculazioni . E fìnsl- 
mento da esso derivasi per conseguenza ciò , che d'ordinario soleva as- 
sumersi senza dimostrarlo , cìoò , che : la curvatura di una lexieme 
conica in ciascun punto sia la stessa , che quella del cerchio osculaton ' 
in tal punto ; da che risulta anche rischiarata la del. 2. (§, bi7] . 

''HJ40 

Air articolo del contatto di S” ordine , fra te sezioni coniche . -1^- Di 
questo argomento non si era alcuno finora cosi cstusamenicoceupato ; 
o pure vedesi qui ridotto ad una chiarezza clemenLire , e risoluto per 
esso il problema di : assegnare [ osculatrice di 3° ordine in un punto 
dato di una sezione conica , in modo semplicissimo. 

Alla prop. XXVllI.Ub. IV. \$.44S ) . ed agli scolii (§§. 449 , 41ST. 
454. ) — In questa proposizione risolvesi , pel contatto di ordine tri 
lo curve coniche, il problema analogo a quello della prop. 25, pel con- 
tatto di S° ordine ; c vi si osserva la stessa eleganza , c sempliciti 
provvenicnio da’ principii geometrici antecedentemente bene stabiliti. 

1.0 scolio 1. poi non fa che abliondcvoimcnto riconfermare ciò , che 
precedentemente si era dotto , per la quadruplico riunione di quattro 
intersezioni in tale specie di contatto ; o quindi definire quando po- 
sa il medesimo aver luogo tra lo curvo conicbe.Fihalmcntc lo considera- 
zioni fatte negli scolii seguenti conducono a tre verità importanti por 
questa teorica ( §§. àu5 e 45G. ) 

Alla prop. XXIX.lib.rV. 4.74) . ed al suo scoi. (%.4SS.)— Verità 
importante , o nuova, dalla quale veagonsi sviluppate nello scolio duo 
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aUre , cioè che : U emhio non patta amr contatto di tori ordine con u- 
na ttzioM conica , io non ne' tali vertici principali ; e elio : it diatne- 
fra di un tal emhio debba pareggiare il parametro dell' atte. 

Aliaprop.XXXJib.IV.ed a'eor.{§§.459 a 465) — Si esserti con quan- 
ta facilli otlangasi la dimostrazione di quest' altra proprietà de'contat- 
ti di 3° ondino , dalla quale deducòosene poi immediatamente altro ne’ 
owroUari . E vi si la in fine la necessaria lomparaziooo tra questo ge- 
nere di contatto , e quello di 2° ordine. 

Si noti pure come bcilmentu derivi dalla proposizioDO la tcrili e- 
Buociata nel n. II. del §. iCO , che per altro vie sarebbe riescila dif- 
fieilissima a rioteaire > • dimostrare. 

Al tiloleiloiul terchio otadalore ( §§. 463. e 464 ) — Qual dovesse 
essere la natura di un tal cerchio , ben si rilevava dallo precedenti dot- 
trine , le quali però come principalmente tendevano ad esso, si è dovu- 
to qui con ispecialiti Irattamo ; o fissarne ancho pruliminarmcutc i 
suoi principali caratteri rispetto alla curva osculata. 

Alla prop.ZXXh lib.IV, ed agli teolii (^$.465 a 471)— La scmptiee 
enunciazione della prop, dichiara abbastanza il suo oggetto ; o negli 
Soolii vi si considera quanto è necessario a beno stabilir la natura di 
questo problema. 

Alla prop. XXXIL lib. jy.{^.473.) . — Dopo lo precedenti ricerche 
goomclriche pel raggio di osculo nelle curvo coniclm , essendoci iiui 
rivolti ad un'assegnazione aritmetica di esso , abbiamo conformata a 
questo scopo l'enunciasiooo del presente teorem a^uil h però eh'essa si 
troverà ora còrrispondefe non piu a quella , ohe no diede il Fergola 
nel suo trattato geometrico dello Sazionv conicAa (ediz.3.) ; ma si beno 
all' altra che vederi nel trattalo analitico dello stesse curve (prop. 86), 

Ma cià che merita essere specialmente notato por questo teorema 
si ò il vedersene fotta una chiara . e aemplico dimostrazione , senza 
inchiudorvi quantità, evanescenti come il Simson aveva desiderato , 
e vi si era potontemenlo adoperato. in. riescirvi , con averne ancora 
rimprovesato Giacomo Milnio por osserscoo valuto ( Yed, l' introd. al 
pret, cap. ) ; il che di quanta difficoltà sia slato'io riuscirvi lasciamo 
a' geometri il valutarlo. 

Un' altra circostanza poi degna di osservazione si ò , che per un tal' 
teorema , com' ora enunciato dal Ecrgola , o secondo la diniuslrazione 
tanto geoffleUica^cllo analitica- da. lui datano ( V. ■ Iralluti di lopra'd- 
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tali ) esigcvaai che la normale fosso necessariamente lerminaU alP as- 
se do' fuoclii , mentre per la nostra ennneiaziono , e dimostrazione 
può aver luogo per qualunque degli assi. E da ciò risulta ancora, che ) 
Nelìe curve coniche a centro , i cubi delle lunghezze della normale , per 
uno eletto punto , riferite a’ due atti , siano tra loro come i quadrati de' 
parametri degli atti fletti . La qual verità può anche vedersi daHa 
prup. enunciala al n. 2* della pota a* §§. 19C , e 316- 

Dopo ciò , pcrchò non rimanga dimenticata la dimostrazione det 
Fvrgola , abbiamo stimalo a proposito di qui recarla. 

• 

T K O R K u a. f 

I/tuna qualunque curva conica CDA [fg./S.] \ il cubo della norpta- 
le Ah è uguale al parallelepidedo , che ha per Vate il quadralo del lemC- 
parametro principale , e per altezza il raggio AR del cerchio otculalore,' 

Dm. Dinoti AD quell' archetto elementare della curva conica .\DE, 
la cui curvatura confondesi con quella del cerchio osculatore corri- 
spondente , il cui centro sia R ; dal quale s' intendano tirate agli e* 
stremi A . D dell' archetto I raggi ILA , RD , o dagli stessi punti condu- 
cansi al fuoco F di una tal curva lo rette F.V , FI). Di poi abbassata la 
FP perpendicolare alla tangente della curva in A , si calino da' punti 
1) , li lo DT . IIG perpendicolari alle F.\ , RA rispettivamente . Sarà 
chiaro dover essere AT la differenza do' rami F.\ , FI) : poiché I' ar- 
chetto , che si descrivo dal centro F con l'intervallo FD , deesi con- 
fondere colla D'F . E cosi pure la GK dovrà dis<'gnare la differenza 
delle RII , RK. 

Inoltre esse ndo FA ; FK :: FD , o FT : FU ( poiché ncR'cllissè , o 
nell' ipcibolu ciascuna di queste ragioni pareggia quella del semiasse- 
principale all' ecccnlrieilà (f‘J3, e'311.],e nella parabola facilmen- 
te si rileva essere FA = Fli , cd FD , o FT = FU ) ; sarà AT 
KU :: FA : I K (IO. El. Y.). 

E poicliò per la similitudine de' triangoli .\TD , F.VP , sta AD : AT 
:: AF : AP ; e si è qui sopra dimostrato essere AT : KH FA : FK ; 
la composta dalle prime ragioni di questo due analogie sarà quanto ta 
composta dalle secondo , e però si avrà AD : KU :: AF’ : Al’XFK . 
Inoltro per la simiglianza do' triangoli KIIG , KB.-\ , sta Kil : GII 
:: KR : RA :: FK ; .AP :: FKX-AP : AP’ . Dunque sarà , per egualità 
ordinata , AD : GII :: .AF’ : .AP’ . Ma la prima di queste duo ragioni, 
è uguale a quella di All ad RG, po' triangoli simili .ARD.GRll. E , per 
la iimdituiiiiie degli alni due AKL , AFP , la rttonda delle delle nigio* 
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ni è quanto quella di AK’ : KL* . niinqnc aarà AR ; IIG :: AK’ : 
KL’ ; 8 contcrlcndo dovrà essere AR : AK :: AK’ : AL’ , cioò a 
dire sarà il cubo della normale AK u;^ale al solido , die Ila per baso il 
quadralo del aemiparainetro AL ( 107,195,313. } , 8 per altezza il 
raggio di osculo AR. — C. R. D. 

Allo «eolio 3. della prop. XXXI. lib. IV. ( %.469. ) . — Chiunqiio si 
porrà ad attentamente considerare le prop. dalla 12. in avanti , del 
lib. V. Conicorum di Apollonio , potrà trarre da alcuno di esse argo- 
mento analogo al ragionamento da noi fatto nel presento scolio ; o si 
accorgerà, die se nell’ antica Geometria fosse occorsa la ricerca della 
curvatura delle curve coniche ne’divcrsi loro punti, un passo solo 
bisognava dare , per rinvenire tra’_cerchi esterni, nel luogo dei contat- 
to , quello di cui una delle duo intersezioni con la curva cadesse nel 
contatto stesso ; e che quindi si venisse ad assegnare il raggio del ccr-_ 
diio osculatore della curva , 

Al cap. JV, del lib. IV. — L’ imporlaua della materia trattala in 
questo capitolo , e I' ordinamento , che le si ò dato , beo si rileva dal- 
r introduzione al medesimo. 

• • I 

Alla prop. XXXV. lib.lV (%.409) — L’ eleganza di questa soluzione 
è tale , che supera ancora in facillà quella , che ne diede Apollonio pel 
solo cono retto ( prop.òO. lib. VI. Copie. J ; ed è notabile , che mentre 
essa sembra , ed è elTellivamcnto tanto naturale , e par che avesse 
dovuto a prima vista presentarsi a chiunque; puro pria che giugnera 
alla medesima altre soluzioni ben complicate se n' erano dato da’ no- 
stri valorosi m.Momu^ooco Grimaldi, che stimia- 

mo inutile qui recare . 

Tra ìMSS. del Pascal , dal di lui nipoto Porricr inviati al LeibniU 
per ordinarli , od esaminarli , vi era un frammento con I’ epigrafe ma- 
problema , che dal Leibnitz fu creduto poter essere il seguente , 
che v’ era eantenuto . Dato puneta in tubiimi , et solido conico , ex eo 
descriplo ; solidumila secare , utexhibeat leclionem eonicam dalae ti- 
milem . Ed è questo il problema risoluto nelle nostre prop. 3b, 35, 36. 

Alla pmp. XXXVI. lib. IV. (^.502.) , ed allo scolio ($%.503.) — Ia 
soluzione del presente problema procedo analogamente a quella del 
precedente per l’ellisse; ma d.illo scolio 1. rilevasi , che possano 
verso un lato stesso del cono ottenersi dge serie diverse d’ iperboli simi- 
li ad una data ; il che per 1’ ellisse nou aveva luogo . Ed ò uopo os- 
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«ervaro, ebo U aoluzlone Apolloniam del proseote problema . pel cato 
del cono retto , eaibiaco la dclerminazione preeedento alla aoluzione . 
cioè come debba esaer condizionatoli cono pel rapporto tra l'altezza 
e'I diametro della baie , afGncbè ri ai poaaa , aegandolo eoo un piano 
in certo modo , ottenere un' iperbole data (Vedi ApoU, prof. 29, lib.YI., 
I Fery. Sex. con. prop.ìS, lib. III.) 

Alla lez. II. del eap. IV. del lib. IV. — Nell' aaacgoar la genesi del 
le curve coniche per moto organico , ci siamo attenuti a quella cuinuna* 
mento riconosciuta da' geometri , fondata su di proprietà di esse , Cho 
danno luogo ad un meccanismo assai semplice ; e della qiialo ai pre- 
valse l' illustro marchese de I' Hopilal nell' insigne suo Irallato dello 
Sezioni Coniche. Certamente che una tal descrizione non va esente . 
quando praticamente si usi , da' difetti inseparabili dagli strumenti 
meccanici , in cui nò la linea retta , nò i punti che vi si adopranu , o 
ai segnano sono linee rette , e punti geometrici : da che ben rilevasi 
non dover la Geometria procedere su meccaniche operazioni, ma al bo- 
ne su di asIraUe considerazioni , ancorché la natura delle coso oh' essa 
considera sembri da meccanismi dipendere. Ed ò però, che gli antichi 
dissero meccaniche quelle curve , per le quali altra genesi non pele> 
vano presentare, se non assolutamente pel moto di strumenti , avuto 
sempre riguardo alla natura del continuo eh' essi trattavano ; bl dio la 
toncoide, la eittoide -, b qnadralriee , b opirale . i < 

Or nn illustro geometra italiano della metà del passato seeolo ( al 
quale devo l' Italb l' istituzione di una società libera di dotti, ebo tanto 
r ha onorala , ed onora , sebbene questa or veggasi deviala dallo 
sco |)0 principale di essa, che furono le Matematiche ) in visb He' difet- 
ti , che avevano luogo ne' meccanismi da noi indicali , nello scolio 
prop. 37 , si diede ad escogitare un altro strumento fondato sii di un» 
nuova proprietà dello curvo coniche , dalla quale no deriva per c«ih 
Segucoza un' altra ; e per mezzo di esso impognossi a congegnare) 
uno strumento , col quale potevasi descrivere ciascuna di quelle curvo 
por movimento continuo . Ma un tale strumento nulla togliendo a' di- 
fetti del meccanismo in Geometria , e riuscendo più complicato , o 
meno maneggevole, i geometri , mentre hanno ammirata l' ingegno- 
sa invenzione del Lorgna , si sono astenuti dall' adoperarlo , attenen- 
dosi a' meccanismi già prima conosciuti . E per noi basta aver ciò in- 
dicato , perchè nulla mancasse alla conoscensa di quanto siesi fatto 
nella scienza de' Conici , si per la loro teorica , che per la pratica ; ri- 
mettendo chi vorrà conoscere un tale slrumonio , o b proprietà sulb 
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qntle n'd coitraMo U meccaniimo «1 111° degli ojmuula muifumaUt 
ea tt pìa/tka del Lorgna , pubMicati in Verona nel 1770. 

ilBo prep. XXXIX. Hb. IV, td agli icoln ($%. SII a 5/J. ; . — U 
Bolozione di questo problema è nuOTa , od assai elegante. 

Ma pivp. XL Ub. ir, edotto seoi. ($%. 514 9 SIS ).— Del pari 
DuoTa è la soluzione del presento problema inverso del precedente. 

A' SS- ^ ^t9 a 529. — Tutto questo argomento per le evoluto del- 
le curve coniche fa continuazione a quello del cerchio osculatore > 
nella seziono procedente . Ma noi l' abbiamo qui recato , per la ragio- 
ne , che le considerazioni relative ad esso davano luogo a descrivere 
una curva per punti ; di che trattasi nella sezione presente . 

Atta dtf. Ilf, 5i9 ), ed allo seU (%.520) — In questa dcfìnizione 

abbiamo seguito 1' uso , che n' è invalso presso i geometri , dall' Uge- 
nio in poi : ma parrebbe più regolare , che la curva detta evoluta pren- 
desse il nome d* tntMslirta ; poiché su di essa si considera da printa av- 
volto il filo che svolgasi ; cd al contrario si chiamasse evoluta quella 
che risulta da un tale sviluppo , cioè dall' evoluzione , o svolgimento 
del filo . Altronde potendo ancora la prima essere riguardata come la 
curva toccata da tutte le normali dell' altra , essa rientra nella clas- 
se di quello , che da' moderni son detta inviluppi , voce equivalente 
ad i/uoigimenli. 

A' teoremi fondamentali ( 532 e 538. ^ — fe staio giù avvertito 

nel .principio di giinsls — .W. , che la liellISSffiià proprietà per l'osago- 
ne iscritto in una curva conica , da noi dimostrata noi teor. i. fondam., 
fosse dovuta al Pascal , il quale vi pervenne partendo dal dimostrarla 
nel cerchio , servendosi di quel mezzo dello projozioni , del quale 
a' nostri tempi si è si utilmente valuto un altro geometra francese , 
per rilevare altre importanti proprietà delle curve coniche . E su quel 
principio aveva poi quel sublime ingegno fondata una teorica de' Co- 
nici , che U Leitinitz ebbe sotto gli occhi , inviatagli dal Perricr ; cd 
apprezzò moltissimo un tal lavoro , da desideraro , elio venisse al più 
presto pubblicato con lo stampo , dubitando forse , che altrimenti non 
venisse a perdere il pregio di sua originalità , mentre egli vedeva com- 
parire de' trattali . che avevano con lo escogitazioni del Pascal gran- 
dissima relazione . Ma quest' opera non fu mai pubblicata ; nò di casa 
si è potuto io seguilo aver più alcuna notizia , por quante diligenti ri- 
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cerche «icosi falle . E nella stessa reiiiva la proprietà suddetU denomi- 
nala hexagrammum mysticum , a che il Leibnitz aggiunse « conicum , 
Ma noi non crediamo , che un lai teorema, e l' altro seguente , che n' ò 
derivato , fosse stato finora da alcun altro geometra dimostrato si ele- 
mciilannente ; o con tanta semplicità applicalo allo ricerche seguen- 
ti . E raccomandiamo su tal proposito a' giovani di riscontrare at- 
tenlainenle lutto quello , che in questo articolo ne vien detto , dal 
valente geometra Hmcelct , nella seziono li. del suo egregio trattato 
delle proprìèté$ jirojeclitet des figura. 

A' cor. dette due pmp, fondam. ( §§. da 5ò5 a SSf , 339 a 340.J — 
Tutto ciò che in questi corollari ò dedotto dallo rispettivo proposizioni 
è di grandissima importanza , del pari che le proposizioni stesse ; e ser- 
ve alla determinazione de' due problemi seguenti. 

Alle prop. XLVT, e XLYII. Ub. IV. ed agli seolii i e 2 detta prima 
di ette ( §§. SU a 314.) — Lo costruzioni de' duo problemi indicati ri- 
sultano elegantissimo , non solo se riguardisi alla faciltà di eseguirle ; 
ma rzl.indio perchè tali due difQcili problemi risultano risoluti solamea- 
te col coudur rette. 

Nello 8 coM,[§.5ì 2.) , vi si vede evidentemente specifìcata la naiura 
della curva ; e nel 2 ( §. S'iH. ) , risoluto ancora , col semplice tirar 
rette , il problema , di_ candurre fa tangente atta lezione conied , che 
patti per ciiigue jtunii dati , senza descriverla ; il che spesso può oc- 
correre . 

Ma ritornando alla prop.XLVi', osserveremo , cho il sommo Newton, 
di cui ogni pensiero -era una novità iinportaoto nella scienza , dimo- 
strò , che ; te due angoli co' loro rerlici fitti in due punti, vadansi vot~ 
gendo intorno ad etti come poli, ticchi le inirrsciont di due loro lati , 
che tono dal certo tieiio , scorrono lungo una retta eli lilo ; le inlertt- 
sioni degli altri due lati dorranno detcrivere una curva conica. E di 
questa veritò. di' egli dimostrò con la pura Geometria no’ suoi Prineip. 
Jt.'alhem, ( lem. 21. ] j e con I' analisi algebrica nell' ,4rff/im. Unicer. 
( Sez. IV. prtibl. 57. ) si valso ad isnudare il problema di : Deurivert 
la lezione conica per eingue punti ; il qu.de risultava per tal modo ri- 
soluto ad un tratto geometricamente , e meccahicamente ; poichò facii 
cosa era il congegnare uno strumento con quo' duo angoli vcrtibili in- 
torno a due punti fusi . Ed il .Maclaurin di fatti adottando , nella sua 
Geometria organica , quel teorema ( che dimostrò anche con f analisi 
algebrica . in modo però diverso dal Newtoniano ) per fondamento del- 
la deicrizioue organica delle curve di S” ordine , scn valse del pari in 
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costruire il problema della descriziouc di una curva conica per cinque 
punti ( Gtom. organ. propA. ). 

Anche il de I Uopital , trasmutando quel teorema in problema loca- 
le , adoperollo allo stesso oggetto ( Stclions cont^uet §§.371 e 375. ]. 

Intanto il Newton, precedentemente alla testò indicata soluzione del 
problema, ne aveva già data un' altra fondata su quella proprietà delle 
curve coniche, che costituisco un caso del famoso problema dille quat- 
tro rette , all' uopo da lui esposto in forma di teorema, no' lemmi 17 e 
18 lib. I. Prineip, Slalhem. ; dal quale risultava descrittibile per pun- 
ti la curva conica , che passi per cinque punti dati ( prop.ì2. prob.I4. 
lib. I. ) ; mentre nel modo già detto , da lui esposto nell’ aliter della 
citata proposizione, la curva potevasi meccanicamente dcscrivere.Ed il 
Pergola Gn dalla prima edizione delle sue Sezioni Coniche, un'altra via 
tenne in risolverlo , valendosi delle note proprietà di tali curve , e 
pervenendo con la sua analisi geometrica ad assegnare direttamente i 
determinanti della specie della curva da descriversi meccanicamente . 
La quale pregevolissima soluzione , por non (aria rimanere dimentica- 
ta , qui recheremo. 

PtOBLCISA. 

Deteriven la sezione conica per cinque punti dati. 

Analisi Geoubtrica. 

Si uniscano i punti A , C e gli altri duo 6 , D porle rette 

AC, BD, e dall’altro punto E si conducano le rette EF, EG rispettiva- 
mente parallele alle congiunte AC, BD. Saranno proporzionali i rettango- 
li de’ loro segmenti , cioè a dire qap ^ ANC : E.MF { fi3> 

167,291. ) Ma in quest' analogia sondati i primi tre rettangoli, ed 6 an< 
che data la KM base del quarto ; dunque dovrà esser data la sua altez- 
za MF * . Quindi ò , che sarà dato il punto medio O dell' intera FE ; 
e con ciò sarà data di posizione la retta OV , che passa pe' punti me- 
di! O , V delle due parallele EF, AC date di posiziono , e di grandezza. 
In simil modo si raccoglie dover esser data di posizionala Kll.che pas- 
sa pe' punti medii H.K delle altre duo parallele BD,GE, date ancor esso 
di sito , e di grandezza. Dunque sarà dato di posizione il punto L , ove 
•' intersegano le VO , HK . E questo dovrà essere in tal caso il cen- 

* Aidueendo i primi due rettangoli ad una bate comune , e ’l terzo a 
quello della baie EM del quarto (erim'ne da determinare , si ha la prece- 
dente proporzione ridotta in rette , di cui la quarta proporzionate tari 
{' altezza cercata MF, 

i 
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|T 0 dell' clliMC , supposto che il punto E stia in mezzo al quadrilineo 
MEPN.E per trovare due semidiametri conjugali di tal curva , dovrà i- 
stituirsi la seguente proporzione . Facciasi CV* : FO* :: RL’ — LV* : 
RL* — LO* ; sarà dividendo CV* — FO*, cioè M*: FO’ :: LO* — LV* 
ossia N* : RL* — LO*, cioè X*. Ma in questa proporziono son dati i 
primi tro termini ; dunque sarà dato il quarto X*, cìoèRL’ — LO*. Ed 
in tal modo saprasai RL* , per esser dato LO’; e quindi anche la RL. 
F. se poi si tiri la LS parallela ad OF , e di tal lunghezza, che stia LS* 
: RL* :: FO’ ; RL* — LO’ *; sarà dato il primo termine di quest' al- 
tra analogia , per esser dati i rimanenti . Quindi errassi la retta LS . 
Ed essendo dato di posiziono . o di grandezza lo rette LR, LS, che sono 
i due semidiametri conjugati dell' ellisse da descriversi , saran dati i 
semiassi conjugati di cotesta curva (155 e 5tl.), che potrà poi esibirsi. 

Che so le retto OV , IIK [Aj.l7.] , le quali passano po' punti medii 
delle parallele AC , FE , e delle altre due EG , BD , riescano parallele 
fra loro ; la curva da descriversi sarà paratoia , di cui eccone i' asso , 
e 'I parametro di esso. 

Si è detto nel tibro I. ( dim. pr./f. ) , esser la dilTcrenza do' quadrati 
di .\V , c di FO uguale al rettangolo di OV nel parametro del diame- 
tro 01. Dunque . per esser dati quo' due quadrati , o laOV base di que- 
sto rettangolo, si saprà la sua altezza, ch'è quel parametro. Inoltre po- 
trà anche sapersi il vertice R del diametro RI , per essere AV* ugua- 
le al rettangolo del detto parametro nella VR, E cosi pure si potrà de- 
terminare il vertice S, e 1 parametro del diametro SQ . Quindi è , che 
se prendausi nello RI, SQ le RX, SY rispettivamente uguali alle quar- 
te parti de' detti parametri , e per X , Y si tirino lo XZ , YZ parallelo 
rispettivamente allo AC, DB ; queste segneranno colla loro intersezio- 
ne il fuoco Z ; e la ZT parallela alla RI sarà l' asso , dì cui ai troverà il 
vertice , ed il parametro cogli artifizi di già noti . Onde si potrà de- 
scriver tal curva nell' un de' modi esposti nella sez.H. del prcs. cap. 

Inoltre converrà l' analisi quassù recata adattarla all' iperbole , so la 
posiziono de' punti faccia conoscer chiaramente non potersi por ossi 
condurre una parabola , o un’ ellisse , o se rinvengasi RL* [ fig. t6. ] 
minoro di LO* , od il valore di RL* negativo. 

Pàssando ora alla nostra prop.l7. , per porla a confronto con quella 
del Newton , convien riflettere, che por questa ebbe egli bisogno di più 
lemmi , due de' quali sono quelli di cui si accenna nella seguente nota 
al lemma , td alla prop. 50, 
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Giova ancora osservare , che i problemi dal n. Ili, pi VI, dello 
scoi. 2. (S4G.] veggonai dal Newton risoluti, nelle prop. da 21 a 26 del 
libro 1. de Prtntip.Ualh. , con la successiva riduaiooo dell' uno all’ al- 
tro ; e che per quello n.V, vi fu bisogno del nuovo lemma problema- 
tico , di trtttmutari una figura in un' altra dillo genero ; sobbe- 
ne questo non si rimanesse limitato alla costruzione del soprindicalo 
problema , ma potesse con utilità adoperarsi nella soluzione do' pro- 
blemi tolidi , come egli stesso il faceva avvertire nel conchiudero la 
soluzione di tal lemma. 

Al lemma , ad alla prop. L. lib. IV, f §§. 551 . e 553. ) — La veri- 
tà dimostrata nel lemma ò un caso del lemma 23 de' Prìneip Malhem., 
nel quale le congiungenti i punti P , Q ; p , g. . .[fiij.18. ] auppoii- 
gansi divise nella stessa ragion data delle parti che prcndoosi su.' lati 
del quadrilatero . L’ enunciazione del Newton è la seguente : Si reclae 
duae paoiiione dalae, ad data pancia lerminentur , datamque habeant 
ratianem ad ineicem , et racla qua panda indeterminata ( iniptit) 
junguntur oeeetur in ratione data : dico quod. punclum hoc eedioeùt lo- 
cabiturin recto potilione data . La dimostrazione eh' egli diede è si fa- 
cile , e piana , che non istimiamo modificarlaJnmodo analogo a quelb- 
tenuto nella nostra- 

Un tal lemma , che per noi ha servito-a dimostrare la-pcoposizione 
seguente ebbe lo stesso scopo pel Newton , il quale però dedusse que- 
sta proposizione per corollario di un altro lemma .( il 25 del lib.I. ) . E 
quando questo corollario si volesse trasformare in proposiziono corno 
la nostra , la dimostrazione del lemma 25 costituirebbe in gran par- 
to quella di tal proposizione . Ma il valentuomo ebbe bisogno pel tom- 
ma 25, di una proprie tà già nota d ell’ «»■«" { « dall' iperbole ) , che A- 
pollonio dimostrò nelIaT prop. à2. lib. III. Conieorum , c che presso 
noi forma la 22.lib.ll. e 33,111 , della quale ne costituì il lemma 24 : 
nè sappiamo comprendere il motivo, che lo avesse indotto a dimostrar- 
la , mentre in essi simili , al piò , sì era limitato ad enunciare la propo- 
sizione , soggiugnendovi : Ptlel ex Conieit, Nò tampoco ciò osservaro-- 
Boi suoi comeutatori perpetui . 

Merita ancora di essere avvertito , che l' illustre geometra Poncelet,. 
dopo di aver rilevato alla sua maniera , che non potrà mai piacere a' 
rigorosi geometri , la verità dalla quale quella immediatamente dipen- 
do, facendo eco al suo compatriota Brianchon , dica , che da essa può 
derivarsene , del pari che da quella del Newton, un elegante teorema, 
che enuncia ( PropriéUs projeetivet dee pguret §,J9S.)., Ma questo teo- 
rema è esso per l' appunto quello del Newton da noi dimostrato . 
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AL LIBRO QUINTO. 


Al eap.l. dtl lib.V, — Vcggonsi in questo capitolo raccolti i lemmi 
per la IraltazìoDC dell' argomento del presento libro , premettendovi la 
defìoizioni de solidi generati dalle sezioni cooiclie . E per la tferoxit , 
ritenendo per brevità una tal voce pel solido generato dal rivolgimen- 
to dell' ellisse intorno all'esse maggiore, si è aggiunto l'epitclo di tchiae- 
data , odepressa all' altro solido , che oltiensi facendola rivolgere in- 
torno air asse minoro , il qual solido , per brevità , si usa anche dirlo 
ellissoide . E qui convicn ricordare, che Archimede disse allunjala la 
prima, ed allarjnlah seconda (longam , e lalam). Il Viviani aggiun- 
se eziandio all' ellisse I' epiteto di allungata , o allargata ( oblonga, o 
protnla ) ; ma noi , per quo' pochi casi , in cui ci conveniva rapportar- 
la all' asse minoro , ci siamo meglio contentati di ciò dinotare . Iti- 
guardo poi alla cosi da noi dotta scala delle normali ( def.i. ] , avver- 
tiremo , che il Viviani la dieso (anche con molta proprietà) limite det- 
te ordinesieioni delle normali. Ma la nostra denominazione 6 più breve. 

Atte prop. I , II , e III. lib. F. {§§.5ò9 e 561.) — Corrispondono allo 
prop.35, 39, àO lib. I. della Dicinat. in Àritaeum del Viviani . Ma la 
nostra uniforme dimostrazione per le 2, 3 , è assai più elegante di 
quelle per le 39 , e àO del Viviani . 

Alte prop.IV , e V. lib V. ( §§. 562 , e 563. ) — Anche questo duo 
proposizioni corrispondono allo il , o 42 dol Viviani . Ma lo esibizio- 
ni per le scale delle normali , che da noi si assegnano , sono unifor- 
mi ; non cosi nell' opera de lode solidis . £ la dimostrazione per esse è 
questa volta la stessa . 

Alle prop. VI e VIl.lib.Y.ed agli seolii rwpstti'oi (^§. 5W, a 567.)— ■ 
Laprop.G è il lemma 2 del lib. 4 de' Prindp.AIathem. del Newton, este- 
so anche a' solidi*; ed essa e la seguente sono uno sviluppo del metodo 
de' limiti , di cui si fa uso nello ricerche del presente libro. L'avverti- 
mento fatto negli scolli a tali proposizioni era necessario , perché la 
prima loro parto si rendesse generalo , ed applicabile a' casi che ver- 
ranno considerati in appresso . 

Alla prop. Vili. lib. V. f§. 569. ) — Questo bellissimo lemma è il 
Lmlamonto della quadratura delle supcrGcto di rivoluziono , data quella 
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della curva goueratrice . Ma noi qui appresso da osso trarremo , per 
quelle de' solidi generati dalle sezioni coniche , più eleganti esibizioni. 

Alla prop, IX. lib. IV. , ed a' tuoi eor. e scoi. (^$.3X3 a 5TJ.) . — 
Questa nuova veriti , ed i corollari che se ne veggono dedotti , non 
solo hanno contribuito ad abbreviare le dimostrazioni di taluno pro- 
posizioni in appresso ; ma sono stati eziandio il mezzo della facileri- 
dnzione della quadratura de* segmenti ellittici , o iperbolici in gene- 
rale , e de' solidi da essi generati . 

Nello scolio 1. si è esteso il soggetto della proposizione a' quadrili- 
nei corrispondenti nelle iperboli tra gli assintoti ; e nel 2. si è poi indi- 
cato estendersi la part.l. di essa a qualunque diametro, e per qualsivo- 
gliano curve, quando i trilinei, cbesi comparano, vi abbiano le condizio- 
ni assegnate io tale scolio.E di ciò si può aver bisogno io più rincontri. 

Alla prop. X. liò. F. ( §. SI8. ) — Archimede fu il primo tra' geo- 
metri antichi , che imprese la quadratura della parabola , nella qualu 
riesci egregiamente , componendo su tale argomento un intero libro , 
che intitolò : Quadratura parabole! . Ed egli vi tenne due modi , I' uno 
meccanico, pel quale fu obbligato a premettervi la determinazione del 
centro di gravità del triangolo , e però il primo de' due suoi libri da 
planorum equilibrai , 1' altro geometrico fondato sul metodo di csau- 
stione , eh' ò quella da noi adoperatovi, rendendolo però più semplice, 
e piano, mediante il lemma stabilito nella prop.G ; ed evitando per tal 
modo il lungo giro delle dimostrazioni indirette , allo quali erano co- 
stretti a ricorrere gli antichi, che dopo di essersi valuti di un tal meto- 
do nella ricerca di qualche verità , alla quale senza di quello non pote- 
vano pervenire , indnstriav ansi noi ìCtuHiirln ri-. ^ v, 

voi. II. la noia al discono preliminare al libro di Archimede). Ed erano 
si circospetti quo' nostri saggi maestri , nel serbare uno stretto rigore 
nello dimostrazioni geometriche , che Archimede stesso , dovendo as- 
sumere il principio, che una grandezza minore preia un numero di vol- 
le polene giugnere a superare una maggiore , sen volle giustificare so- 
pra i geometri che l’avevano preceduto io adottarlo, e specialmente Eu- 
clide. Ifai aulemtuni [cosi esprimevasi il grand'uomo nella lettera a I)o- 
siteo, con la quale accompagnava il libro quadratura parabole! ) eodem 
hoc lemmale eliam geometrae, qui ante noe /ioruerunt.Che direbbero ora 
se vivessero. io vedere con quale ardimento non solamente si faccia uso, 
anche io ricerche elementari, apertamente di quantità infinitesime; ma 
a di più di priocipii paradouali, e neppur sempre sicuri . E sarebbero 
pur degni di qualche lode que' geomj^tri attuali, che cosi procedono, so 
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alle loro ricerche non ti potciso perle vie pure gconiciriche pervenire; 
il che rimane evidentemente contraddetto dal notiro operato io più pro- 
posizioni del precedente libro (Y. < introduzione al cap.iii.lib.IV , e la 
nota alla prop.32.) 

Alla prop.XI.lib.V , ed allo tool. /^§.5S2 e 586,)-^ Archimede trat- 
tò anche di questo rapporto nella prop. G. del libro de eonoidibut , ri 
iphaeroidibui , premessavi la prop. 5, in cui espone il rapporto dell'el- 
lisse al cerchio circoscritto , e prevalendosi ancora del metodo di e- 
saustiono. Ma la nostra dimostrazione riesce assai elegante, per mezzo 
del lemma dimostrato nella prop. 9. Nello scolio poi si è esibita la supcr- 
llcie della sferoide, o dell' ellissoide por un cerchio , elegante modo to- 
nato da Archimede pel cono , il cilindro , e la sfera. Ed invero riguar- 
dando gli antichi geometri alla facile rappresentazione del cerchio dal 
raggio , ebbero una tale esibizione in luogo della quadratura geometri- 
ca di ogni altra figura curvilinea , o superficia curva , che vi riduceva- 
no . E que' geometri moderni coi più piacque imitar gli antichi nell' o- 
leganza di loro ricerebe , tra' quali primeggia l' Ugenio , si sforzarono 
sempre In ciò ottenere. 

Alla prop. Xll. Ub.Y. (^.587.) — La presente proprìeiò dell' iper- 
bole , fondamentale per la quadratura di essa , e per la derivazione 
de' logaritmi iperbolici non fu noU agli antichi . Essa fu rinvenuta dal- 
1 insigne geometra do' paesi bassi Gregorio da S, rincenjo , nell' egre- 
gio lavoro , che fece sulla quadratura dell’ iperbole , alla quale se egli 
non perveAno , offri però mollo prezioso materiale allo ricerche poste- 
riori ; sicchù ebbe il Leibnilz ad ascriverlo tra que' matematici , elio 
l>iù contribuirono a' progressi della moderna Geometria ( V. la nota 19. 
alla Storia delle Sezioni coniche]. 

Alla prop, XIII.lib.Y. ed al cor.S. (§§.59S eS04,J. — La quadratu- 
ra dell' iperbole sfuggi la penetrazione d' ingegno de' geometri antichi , 
che pure col loro metodo de' limili vi avrebbero potuto di leggieri per- 
venire , se la precedente verità scopertavi dal da S. Yincenzo vi aves- 
sero nella natura di tal curva ravvisala. Ma nò 'tampoco se no' avvide 
costui . che aveva sott' occhi la proprietà daini scoperta ; sicché biso- 
gnò attendere , che i metodi sommatorii cominciassero da' moderni a 
rendersi più attivi, ed affini al calcolo aritmetico, e che dalle utilissimo 
considerazioni del Neper venisscr fuori i logaritmi de' numeri , ed i loro 
diversi sistemi. Ed era ben ragionevole, che si compiesse I' argomento 
delle quadrature delle sezioni coniche, tanto bcoomerito della Geuinu^ 
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Iria , 0 della Natura. Di tatti i due geometri inglesi Brooncker, e Mer- 
cator valendosi opportunamente della novella Aritmetica Heg[ infiniti 
del Wallia , esibirono per serie la quadratura dell' iperbole ; o I' li- 
genio , 0 poi il Grandi vi si condussero mediante la logiitica , Ma rei't 
più comuni i novelli melodi soramatorii, i geometri a qucstlsi rivolsero, 
quali con tàcillà poteva ottenersi il loro intento. Volendo però il Per- 
gola trattarla elementarmente , come convenivasi al geometrico lavo- 
ro delle Sezioni coniche, eh' egli pubblicava la prima volta nel 1791, 
valsesi opportunamente delle serie assuntizie , allo quali innestando il 
teorema sopraddetto del da S. Vincenzo, pervenne a lacilmentc assegnar- 
la per una serie beo convergente ; c derivonne ancora la ricerca de' lo- 
garilmi iperbolici ; il qual modo teonesi pure da altri dopo lui. Ma poste- 
riormente avvertilo dal giusto preeelto dell’ insigne analista Lagrangc , 
<^lie per non andar molto lontani dall' esattezza nelle ricerche cosi ese- 
guite, convenga stimar l' errore risultante da' termini omessi ( Htéorie 
dee fonctions analytiquet il che impegnava nel caso presente in 

una indagine ben malagevole , si rivolse ad altro ripiego , mediante il 
quale usapdo il metodo de' lindli , pervenne con estrema faciltà alla 
quadratura dell' iperbole , pd a’ logaritmiche pe derivano ( V. ancora 
la memoria sulla quadratura dell' iperbole inierita nel voi./, degli Atti 
della R, A. dello scienze di Napoli ]. Ed ora ben desiderabile da' geo- 
metri , che un tale argomento cosi venisse trattato , sicché non do- 
vesse ottenersi da’ logaritmi iperbolici ciò che doveva produrli , come 
ordinariamente praticasi ; c che d'altronde si sperimentasse qual va- 
lore potesse avoro in tale ricerca la. semplice Geometria, ,e I' Aritmeti- 
ca volgare. Da che anche risultava , che non già per difetto di metoili 
non vi si fosse dagli antichi riescilo , che pur duvetturo sicuramente 
tentare questa ricerca ; ma perchè era loro sfu ggita quella proprietà 
dell’ iperbole scopèrtavr, come si è di sopra detto, si feconda della sua 
quadratura. 

Il cor. 2 di tal proposizione era importante per compimento dellg 
quadratura de' quadrilinei iperboliei di qualunque iperbole . 

A’ cor. della prop. XIV. lib. V, ( §§. 597 a 599.) . — Nel primo di 
tali cor. è recata , per incidenza , una proprietà dell' iperbole parila- 
bcra ; o nel secondo la quadratura di un quadrilinco iperbolico limitato 
tra 'I semiasse primario , e l' ordinata ad un assinloto , la quale ricsciva 
ugualmente facile rilevarla dalla prop. 13. Finalmente il corol. 3. dà 
un avvertimento analogo a quello del cor. 2, , prop. 12. , di cui è sla- 
l |0 già detto in fine della nota precedente . 
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Allo scol. della prop.XIf. lib. Y. ( §. 600. ) — In questo scolio si è 
esibito la quadratura assolula della diflerenzu di due segmeoti iperboli* 
ci definiti , ciascun do' quali non ò suscettivo di tal quadratura : di che 
già altri esempi si avevano Gn da' primi tempi della Geometria. Di fatti 
Ippocralo Chio esibì quella dello cosi dette tunuir. Pappo nella prop.30 
del lib.IV. Colleclionum malhmalicarum dimostrò pure assolutamente 
quadrabilu la superGcio di un emisfero limitata, verso il cerchio base , 
da una spirale sferica convenevolmente descrittavi sopra. Il Viviaoi of> 
fri anche vario supcrGcie, che nella loro dilTercnza da altre rimaueva- 
no qiiadrabili , mentre nò questo , nò quelle I erano , o I' ab. Grandi ne 
accrebbe il numero , nel suo traltatino de fornicibus ectueit . Lo stesso 
fece per altre superficie Giov. Bernoulli , estendendo I' enigma geome- 
trico proposto dal Yiviani alle superlìcie conoideo' , o sferoidee ; e rilevò 
puro, che: elevando, sulla base di un cono retto, un solido prismatico a 
base qualunque rettilinea, o ancor curvilinea, questo incontrando la su- 
perficie del cono retto, ne ascinderà una porzione assolutamente quadra- 
bile, se tal sia la base del prisma , cioè che starà alla base del prisma , 
come il lato del cono ai raggio JtUa sua base . L' Ugeoio foce anche os- 
servare. eha mentre la quadratura delia supcrGcie dell' ellissoide , e dei 
conoide parabolico dipendo dalla quadratura dell' iperbaio,o però da' lo- 
garitmi iperbolici, si può sempre: data una ellissoide assegnare un co- 
noide iperbolico [o dato questo assegnar quella) sieeM ta somma delle lo- 
ro superficie pareggi un cerchio dato . Di che no considera un esempio 
io un caso lo più semplice . 

Alle prop.da XV, a XIXdel lib.V, ed a' loro cor. , e scoi. (§§.602. a 
6i0. J ■ — Si avverta 1 elegante forma nella quale veggonsi esibito le su- 
perGcie de' solidi conoidali, e sferoidali conici , principalmente ove esse 
veggonsi ridotte a cerchi ( l'edi nota ul §. 5S6. ), 

Alla prop. XX. lib. V, ( §. Olì. ). — Su questo argomento , che 
per più tempo ha tenuti occupati i geometri di nostra scuola , o elio 
or vedesi ridotto ad un semplicissimo corollario, potrà riscontrarsi il vo- 
lume de' nostri Opuscoli matematici pubblicalo nel 1810 ,cdil l°di 
quelli degli Atti della R. A. delle Scienze di Napoli. E di esso , racco- 
gliendo tutto questo materiale sparso, ed ordinandolo, vorrà anche com- 
posto il voi. VI. degli Opuscoli matematici, che abbiamo promesso pub- 
blicare . 

Allo scol. della prop. XXIII. lib. V. ( §. 616. ) — Questo scolio 6 
un altro argomento dell' utilità grande della quale l' ò nelle quadrature, 
e cubature la prop. ix. da noi stabilita. 
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AUa prop.XXV.lih.Y. ed aUo ecol. « ffl9) - A compierò 

r argomento della misura de' principali solidi generati delle sezioni 
coniche conveniva recar quella del solido . che descrivesi dal rivoi- , 
gimento dell' iperbole intorno all' asse secondario , detto da Bonaven- 
tura Cavalieri timpano iperbolico , e posteriormente cilindroide ; del 
quale nessuno liiiora aveva pur fatta menzione nello istituzioni su i Co- 
nici. È però , che nella prop. xix. abbiamo in maniera facilissima, piCt 
che da altri tion si era fatto , esibita la corrispondenza continua tra la 
superfìcie di questo solido , e quella di una determinata ellissoide. Re- 
stava dopociòad esibirne la solidità. Or questa , sebbene trattata dal 
Cavalieri nella sua Geometria de'jC indicisibili , nel cor. 21. prop. xzz. 
del lib. V , pure , o la durezza del metodo di cui egli si provalo , o lo 
molle ricerche le quali debbono necessariamente procederla, eressero 
una tale opera , per altro import ultissima, e di gran merito prima che 
i metodi sommatorii algebrici si conoscessero , ora poco lotta, han tatto 
si, che nè pur per ombra si fosse avvertito, che in essa del cilindroide si 
trattasse . Ond' è che il P.Fonlana, nel dare col calcolo sublime Vespros- 
sionc della solidità del ciliiidiuidu , non fa menzione , che solamente 
dell' esibizione del solido annularo generato da un segmento iperbolico 
con ordinala all' asse primario, rivolgendosi d' intorno all'asse seconda- 
rio, recata dal Tacquet nel lib.V della sua opera Cylindricorum, et An- 
nularium, aggiunto dopo otto anni a'primi quattro, che furono pubblica- 
ti nel 1651 , e dalla quale esibizione quella del cilindroide poteva trarsi. 

Ed è pur da notare, che il Tacquet , mentre consumò molti anni , e 
pose molto impegno in trattare ( come ben dice il Slontucla) con un’ af- 
fettaiione superflua, secondo lo stile dell’antica Geometria un argomcn^ 
to, che col lavoro del Cavalieri aveva molto nesso, cJ era In esso com- 
preso , non avesse mai penAj^ jp al gran prnim^-^»t**r-pfìteva trarre dal 
metodo degl' indicisibili ; chè altrimenti egli non avrebbe potuto escla- 
mare nella sua Geometria Practica , al proposito della determinazione 
del solido annulare sopriiidicato , equidem fateormchoe invento laeta- 
tum fuisse , o mollo mono si sarebbe iuconsidcratamente indotto ad 
attaccare quel metodo come agcometrico. 

Or tralasciando di qui dire tutto quello che riguarda la nostra esibizio- 
ne della solidità del cilindroide , del che altrove abbiamo fatto parola, ci 
giova solamente far osservate, che questa supera grandemente in ele- 
ganza e quella del C.'ivalieri , e l' altra che dal Tacquet può trarsi ; e 
eh' 6 la sola che crediamo propria a recarsi in un libro elementaro (Veg. 
le note alle Sezioni Coniche analiliche del Pergola , ed una nostra Me- 
moria lu questo stesso argomento, pubblicata nel volume IY< degli Atti 
della R. A. delle scienze di Aajioli.J, 
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iì etp.ll, IH., IV. del Ub. IV. — Chiunque abbia considerato sulla 
misura delle curve coniche io generale , pe' loro spazi , perimetri , e 
juperhcie e solidi da essi generati, si sarà beo avveduto, che le medesi* 
me mentre costituiscono una ben limitata (amiglia di curve geometri* 
che dotata di proprietà affini , come si è più specialmente (atto rilevare 
nell’ Appendice a' primi tre libri del presento trattato , offirano poi una 
dissociazione grandissima nella loro misura • Di (atti , a cominciar dal 
cerchio , la sua quadratura non si ha che per approssimazione , e per 
mezzo delle cosi detto dagli analisti funzioni cinolari ; n' è perù ad es- 
sa connessa la rettificazione della circonferenza, e la quadratura della 
superficie sferica , non che la cubatura di un tal solido : mentre per 
r ellisse , di cui il cerchio n' è un caso particolare , la quadratura ripe- 
lesi da quella del cerchio ; ma la rettificazione non solo eccedo le tra- 
scendenti circolari , ma ancora lo logaritmiclus , che dalla quadratura 
deir iperbole risultano . £ po' solidi dall' ellisse generati , sebbene una 
medesima sia la regola di misura della sferoide, e dell' ellissoide, dipen- 
flente dalla quadratura del cerchio , la superficie perù del primo di tali 
solidi dal cerchio dipenda . meotra par quella dall'altro richiodesi la qua- 
dratura doli' iperbole . Inoltre , che la quadratura dell' iparbole dia luo- 
go ad un nuovo genero di funzioni trascendenti ; ma del pari che per 
1' ellisse da questo aflatto non possa ottenersi la rettificazione , la quale 
è però comunicante con quella dell ellisse , cioè dipendente dallo stes- 
so genere di funzioni più trascendonU. che lo circolari, e le logaritmiche, 
che agli analisti più recenti è piaciuto chiamare Iratcendcnli eUilticbe, 
Intanto la cubatura del conoide iperbolico n' è geometrica , e similmen- 
te quella del cilindroide , mentre la quadratura della superficie di que- 
sti solidi dipende da quella dell' iperbole . Finalmente , che per la pa- 
rabola ne sia assoluta la quadratura di essa , e dipendente dal cerchia 
quella della superfìcie del conoide parabolico , o la cubatura di tal so- 
lido ; ma la rettificazione ne sia trascendente , o dipenda dalla quadrai- 
tura dell' iperbole . 

£ dopo tanta disparità avrà dovuto anche maravigliarsi , che por l'i- 
perbole , non assolutamente quadrabile , possansi assegnare degli spazi 
di essa la cui dìficrenza il sia : e che siniUmento per la parabola , non 
zettificabile assolutamente , visiono pur degli archi a differenze retUG- 
cablli i cioè , che dato un arco parabolico poua sempre atsegnarten» 
un aliro , talché la differenza loro sia rr((>/!cabife t e similmeote per 
due assegnati archi ellilliei, o iperbolici . 
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I. Pcr maggior chiarezza dell' enunciazione della prop. Z. parabola, 
auppliacasi la seguente def. — » Se per Io contatto di una tangente late* 
» rale della parabola distendasi la parallela al diametro, la quale vi for- 
» mi un parallelogrammo nell' incontrarne la tangente verticale, ed una 
» qualunque aemiordinata ad esso diametro ; una tal figura si diri qaa- 
» drilineo corrispondente all’estremo della dotta aemiordinata». 

E nell' ellisse , ed iperbole la retta pel contatto dovrà passare pel 
centro , cioè essere il diametro che vi corrispondo ; il che serviri a 
dilucidare le enunciazioni delle prop. 4. ellit, , e 5. iperb, 

II. Al §.108. si potrà soggiugnere — » E però dovrà stare FP , o sia 
FR : FN :: FN : NA [ fig. 29.] , cioè : la perpendicolare tirata dal fuo- 
» eo della parabola tu di una tangente è media proporziosiale tra il ramo 

, n che ta al contatto . e la quarta parte del parametro principale , Gie 
» è il lemma 14. lib.l. do . Msth. 

III. Lo scoi. 2. §. 13G Si compia come segue : — » Per la defìnizio- 
» no della tottangente , della normale , e della tunnormale dell' ellisse . 
» ritengansi quelle, che furono recate per la parabola, ne' §§.58 , 59. 
» Avvertendo però , che la normale in quella curva pnò riferirsi a cia- 
» scun degli assi , e quindi prendersi la sunnormalo sull’ uno , o suH'al- 
» tro. Ed in modo analogo risulta modificato lo scol. 2. §.219. 

IV. Il §. 173 si continui con aggiugnervi : » e supplirvi ciò . che daL 

§. 85 al 90 si è ivi anche detto « . ^ 

y. Dopo il ^.214 ti pofrd'a;jiugnersguMraÌiÌra§.nScoL.Volendo ti* 
» rare una tangente parallela ad una corda dell' iperbole , o pur che 
» inclinisi all' asse primario io un dato angolo, si adopri la stessa co* 
» struzione recata per I' ellisse nel §. 130, 

VI. In fine del §. 293 suppliscasi lo stesso avvertimento , che io fine 
del §. 172. lib. 11. 

VII. AI §.402. V.5 , dopo ttganle , aggiungati : » eh' è un nuovo po* 
risma conito . » 
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24 

17 

22 

21 

ufi. 


Gli seolii di questo § , s degli altri 451, e 4Si sono 
1 ,S. 3. 

LC .... Ar maggior ehiaresta si leii^a presente 
la nota a pag. 19ì , ave dichiarasi il punto L 
EG — soggiungasi tangente in G 


AV 
KSU 
[fig.64] 


22 Hi 


UV 
KSV 

[/ÌJ.63] e cosi continuando 
per le rimanenti cit. di 6g. 

li 
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NELLE NOTE. 


ERBORI 


CORREZIONI 


Pag. vni 

XVI 

XVII 


XVIII 

XXI 

XXIII 

XXIV 


ult. i seguenti altri teoremi — il legnenln altro Teorema 
S3 C, 00 $. 10» 

h 6 ÌSS. ) , tdal- ad aU^pfop* Y* 

Ta frop. V. 

10 ss-iio SS- 15 ^ 

cuna a centro curva conica a esnfro 

.. ir ì 

XXXVII 33 td allo teoHo (<.S03.) tà odi ccM^MOSttiOO 
XI. 9 a 531, 539. o 540 ^ a 5f» e t»0 ' f-. 


33 

lo 


Oj 




1.:^. 
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